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Abstract 

In this paper, the finite-dimensional modular Lie superalgebra ( )W n m


,  is constructed, and the 

simplicity of ( )W n m


,  is proved. 
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摘  要 

本文构造了一类有限维模李超代数 ( )W n m


, ，并证明了 ( )W n m


, 是单模李超代数。 
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1. 引言 

目前，有限维单模李超代数的分类问题还没有解决[1]-[4]，所以构造新的有限维单模李超代数具有重

要的意义。 
文献[5]以外代数和截头多项式代数的张量积为底代数构造了有限维模李超代数 ( ),W n m ，给出了

( ),W n m 的Θ-型导子，决定了其导子超代数，进而得到了定义 ( ),W n m 的整数 ,m n 是内蕴的结论。文献[6]
以除幂代数、外代数和截头多项式代数的张量积为底代数构造了有限维模李超代数 ( ), , ,W n t q m ，

( ), , ,W n t q m ，确定了它们的导子代数，证明了 ( ), , ,W n t q m 是有限维单模李超代数，文献[7]证明了

( ), , ,W n t q m 是有限维单模李超代数。本文参考文献[5]和文献[6]构造了有限维模李超代数 ( ),W n m


，并

证明了 ( ),W n m


是单模李超代数。 

2. ( )W n m


, 的构造 

本文采用文献[1]及[5]的符号，用 N 表示正整数集，F 是特征数为 2p > 的域，设 Nn∈ ， ( )n∧ 为域

F 上具有 n 个未定元 1 2, , , nx x x 的外代数。 
定义 0:B = ∅， { }1 2 1 2: , , , 1 , 1, ,k k kB i i i i i i n k n= ≤ < < < ≤ =   ，令 ( ) 0

n
k kB n == Β 。对 

( )1 2, , , ku i i i B n= ∈ ，令 { } { }
1 21 2, , , , ,

k

u
k i i iu k u i i i x x x x= = =  ，且约定 0, 1x∅∅ = = ，则 ( ){ }ux u B n∈

构成了 ( )n∧ 的一组 F -基底。 
令 N,m r n m∈ = + ， ( ) [ ]1 2: , , ,n n rT m F y y y+ +=  为满足 1p

iy = ， 1, ,i n r= +  的截头多项式代数。令

{ }: 0,1, , 1II p= − 为模 p 的剩余类环， mH II= ，设 ( )1, ,n r Hλ λ λ+= ∈ ，定义：
1

i
r

ii n
y yλλ

= +
= Π ，于是

( )
H

T m a y a Fλ
λ λ

λ∈

 = ∈ 
 
∑ ，{ }y Hλ λ ∈ 为 ( )T m 的一组 F -基底。 

令 ( ) ( )U n T m= ∧ ⊗ ， { }2 0, 1Z = 表示模2的剩余类环，令： ( ) ( )1 1U n T m= ∧ ⊗ ， ( ) ( )0 0
U n T m= ∧ ⊗ ，

于是U 是由 ( )n∧ 的 2Z -阶化诱导的结合超代数。 
设 0 1A A A= ⊕ 是超代数，若 x Aθ∈ ，其中 2Zθ ∈ ，则称 x 是次数θ 的 2Z -齐次元素，并记 ( )d x θ= 。

在本文中若 ( )d x 出现在某个表达式中，则约定 x 是 2Z -齐次元素。用 ( )h A 表示超代数 A 的所有 2Z -齐次

元素构成的集合，即 ( ) 0 1h A A A=  。 
若 ( ) ( ),f n g T m∈∧ ∈ ，将 f g⊗ 简记为 fg ，于是 ( ){ },ux y u B n Hλ λ∈ ∈ 是U 的一个 F -基底。令 

{ }span , 1, ,u
i FU x y u i i nλ= = =  ，则

0

n

ii
U U

=
= ⊕ 是 Z -阶化超代数，且 ( )0U T m= 。 

设 { } { }1 2 1 21, , , 1, , ,I n I n r I I I= = + =   ，对 1i I∈ ，令 i iD x= ∂ ∂ 为 ( )n∧ 对 ix 的偏导子，则 iD 可 

扩充为U 的导子，使得对 ( )1, ,n r Hλ λ λ+= ∈ ， ( ) 1

2

u

u
ii
u

i

x y i I
xD x y
x y i I

λ
λ

λλ

∂
∈ ∂= 

 ∈

。 

设 1 2, , , k ku i i i B= ∈ ，若 { }i u∈ ，则令 1ku i B −− ∈ ，使得{ } { } { }\u i u i− = ；令 ( ) { }{ }u i l u l i= ∈ < ，

若 { }1 \i I u∈ ，约定 ( ) 0, 0u iu i x −= = ，那么对任意的 1i I∈ ，有 ( ) ( ) ( )1 u i u iu
iD x x −= − ，于是，当 1i I∈ 时，

1DeriD U∈ ，而当 2i I∈ 时， 0DeriD U∈ 。 
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设 ( ) ( ), Derf h U D h U∈ ∈ ，定义 ( )( ) ( ) ( ),fD g fD g g h U= ∀ ∈ ，则对 ,i j I∈ ， ,f g U∈ 有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1 i jd fD d gD
i j i j j ifD gD fD g D gD f D  = − −   

令 ( )
1

, ,
r

i i i
i

W n m f D f U i I
=

 = ∈ ∈ 
 
∑



，那么 ( ),W n m


是U 的导子超代数 DerU 的子代数， 

( ){ }, ,u
jx y D u B n H j Iλ λ∈ ∈ ∈ 为 ( ),W n m



的一组 F -基底。下面简记 ( ),W n m


为W


。 

令 ( ) ( ){ }2span , 1, , ,u
i F jW x y D u j I i u B n H j Iλ δ λ= + = + ∈ ∈ ∈


，其中： ( ) 2
2

2

1
,

0
j I

j I
j I

δ
∈

=  ∉
，那么

1

n

ii
W W

=−
= ⊕

 

是 -Z 阶化李超代数。 

3. W


的可迁性与不可约性 

引理 3.1W


是可迁的。 
证明：任取 ( )0 0, 1, ,i iX W i n≠ ∈ =



 ，那么： 

1 1 2i i

u v
i ju j lv l

H j I u B H l I v B
X a x y D b x y Dλ λ

λ λ
λ λ+∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈

= +∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

因此若设： 

( ){ } ( ){ }1 1 1 2 2, , 0 , , , 0i ju i lvE j u H I B a E l v H I B bλ λλ λ+= ∈ × × ≠ = ∈ × × ≠  

则： 

( ) ( )1 2, , , ,

u v
i ju j lv l

j u E l v E
X a x y D b x y Dλ λ

λ λ
λ λ∈ ∈

= +∑ ∑  

如果 1, 0iX W−  = 


，因 { }1 1span ,F kW y D H k Iλ λ− = ∈ ∈


，所以有： 

[ ], 0, 1, ,i kX D k n= =   

即： 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2, , , , , , , ,
, , , 0u v u v

ju j lv l k ju j k lv l k
j u E l v E j u E l v E

a x y D b x y D D a x y D D b x y D Dλ λ λ λ
λ λ λ λ

λ λ λ λ∈ ∈ ∈ ∈

 
   + = + =       

∑ ∑ ∑ ∑  

设 ( ) { }{ }1 1, ,kE j u E k uλ= ∈ ∈ ， ( ) { }{ }2 2, ,kE l v E k vλ= ∈ ∈ ，则： 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

1 2

1 2

, , , ,

, , , ,

, ,

1 1 0.
u v

j l

k k

u v
ju j k lv l k

j u E l v E

d x y D u k d x y D v ku k v k
ju j lv l

j u E l v E

a x y D D b x y D D

a x y D b x y D
λ λ

λ λ
λ λ

λ λ

λ λ
λ λ

λ λ

∈ ∈

+ +− −

∈ ∈

   +   

= − − + − − =

∑ ∑

∑ ∑
 

由 ( ){ }, ,u
jx y D u B n H j Iλ λ∈ ∈ ∈ 为 ( ),W n m



的一组 F -基底，所以有： 

( ) ( )1 20, , , , 0, , , , 1, ,k k
ju lva j u E b l v E k nλ λλ λ= ∈ = ∈ =   

又因 1 1 2 2
1 1

,
n n

k k

k k
E E E E

= =

= =
 

，所以 0juaλ = ， ( ) 1, ,j u Eλ ∈ ， 0lvbλ = ， ( ) 2, ,l v Eλ ∈ ，因此有 

( )0 0,1, ,iX i n= =  ，矛盾，故对 0,1, ,i n=  ，有{ } { }1, 0 0iX W X W− ∈ = = 
 

，所以 

W


是可迁的。 
引理 3.2：设 M 是 0W



模 1W−



的非零子模， 10 ,f U j I≠ ∈ ∈ ，若 jfD M∈ ，则 jD M∈ 。 
证明：参见文献[6]引理 2.4.2 的证明。 
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引理 3.3：W


是不可约的。 
证明：设 M 是 0W



模 1W−



的非零子模，
1

0 k k
H k I

c y D Mλ
λ

λ∈ ∈

≠ ∈∑ ∑ ，则有 0 0 1,H k Iλ ∈ ∈ ，使得
0 0

0kcλ ≠ 。

因
0 0 0k kx D W∈



，因此有
0 0 0 0

1

,k k k k k k
H k I H

x D c y D c y D Mλ λ
λ λ

λ λ∈ ∈ ∈

   = ∈   
  

∑ ∑ ∑ 。由引理 3.2 知
0kD M∈ 。 

任取 1,k I Hλ∈ ∈ ，因
0 0k kx y D Wλ ∈



，
0kD M∈ ，所以

0 0
,k k k kx y D D y D Mλ λ  = ∈  ，而 

{ }1 1span ,F kW y D H k Iλ λ− = ∈ ∈


，所以 1M W−=


，因此W


是不可约的。 

4. W


的单性 

定理 4.1：W


是单李超代数。 
证明：设 L 是W



的任一非零理想，由引理 3.1、引理 3.3 及文献[1]的引理 1.1 知 1W I− ⊆


，于是，

( )1,ky D L H k Iλ λ∈ ∀ ∈ ∀ ∈ ，特别地， ( )1kD L k I∈ ∀ ∈ 。 
(1) 设 0 1, ,u n=  ，那么对任意 1, , t tu i i B= ∈ 且 0u u≠ ，存在 1, , l lv j j B= ∈ ，使得 

{ } { } 1u v I= ，{ } { }u v = ∅ 。而对任意的 ,H j Iλ ∈ ∈ ，因为： 

( )0

1
ad

i

l
uu

j j ji
x y D D x y Dλ λε

=

 = Π 
 

( 1ε = 或–1)，而 ( )1, ,
ij

D L i l∈ =  ，L 为W


的理想，所以 u
jx y D Lλ ∈ 。 

(2) 对任意的 ( ) ( )10, , 0 , , ,n r H j Iλ λ λ+≠ = ∈ ∈  ，则有某个 0n iλ + ≠ (其中 { }1, ,i m∈  )， 

因为 0 0
1 ,u u

j j n i
n i

x y D x y D Dλ λ

λ +
+

 = −  ，又由(1)知 n iD L+ ∈ ，而 L 为W


的理想，所以 0u
jx y D Lλ ∈ 。 

(3)对任意的 1j I∈ ，设 ( ) ( )1, 0, , 0 , 1,0, ,0H p Hς η= ∈ = − ∈  ，因为 0 0
1 1,u u

j j nx D x y D y Dς ηε + =  
( 1 1ε = 或–1)，又由(1)知 1ny D Lη

+ ∈ ，而 L 为W


的理想，所以 ( )0
1

u
jx D L j I∈ ∀ ∈ 。 

(4) 对任意的 ( )2 1, ,n j I j m+ ∈ =  ，取 2 ,n i I i j+ ∈ ≠ ，设 ( )1, ,n r Hς ς ς+′ = ∈ ，其中 1n jς + = ，

1 1 1 0n n j n j rς ς ς ς+ + − + += = = = = =  ， ( )1, , ,n r Hη η η+′ = ∈ 其中 1n j pη + = − ， 

1 1 1 0n n j n j rη η η η+ + − + += = = = = =  。 
因为 0 0 ,u u

n j n j n ix D x y D y Dη ς′ ′
+ + + =  ，由(1)知 n iy D Lς ′

+ ∈ ，而 L 为W


的理想，所以 ( )0
2

u
jx D L j I∈ ∀ ∈ 。 

由(1)~(4)知 ( ){ }, ,u
jx y D u B n H j I Lλ λ∈ ∈ ∈ ⊆ ，因此 L W=



，所以W


是单模李超代数。 

5. 结论 

本文以外代数与截头多项式代数的张量积为底代数构造了有限维模李超代数W


，并证明它是单模李

超代数，进一步要确定W


的导子超代数，讨论它的限制性及表示。 
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