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Abstract: We establish and study a TB model with vaccination. The basic reproduction number  is de-

fined. It is proved that the disease-free equilibrium is globally asymptotically stable when  by 

Lyapunov function. The disease is uniformly persistent when  by using uniformly persistent theory. 

We also prove that the unique endemic equilibrium is globally asymptotically stable under certain conditions. 
Finally, we compare the influence of vaccination on the spread of tuberculosis by numerical simulations. 
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摘  要：本文研究一类考虑接种的结核病模型解的稳定性，定义了模型的基本再生数 。通过构造

Lyapunov 函数，证明了当 时无病平衡点是全局稳定的；利用一致持续理论，证明了当 时

疾病将一直存在下去；也证明了在一定条件下唯一的地方平衡点是全局渐近稳定的。最后通过数值模

拟比较了不同的接种情况对结核传播的影响。 
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1. 引言 

结核病是一种由结核分枝杆菌感染引起的慢性呼吸道传染病，可遍及全身多个器官，最常见的患病部位是

肺脏，占所有结核病总数的 80%以上[1]。结核病主要是通过呼吸道的飞沫传染，人体感染结核菌后有一部分人

会发病成为结核病患者。世界卫生组织报告，2011 年全球结核病患者人数约为 880 万，结核病死亡人数约为 110

万，结核病仍然是严重威胁人类健康的疾病[2]。 

数学模型能够描述疾病的发展过程和预测疾病的变化趋势，为人们制定防治策略提供理论基础和数量依据。

目前人们已建立了一系列数学模型来研究结核病的传播机制[3-6]，包括带有快慢进展的 模型，将总人口分

为易感者类(S)、潜伏者类(E)和活动性结核病患者(I)三类[3]。受结核菌感染的个体

SEIR

SI 被分成两部分： f SI 为 
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快速发病的人数，而余下的部分  1 f SI 进入潜伏者类，这里 f 表示经快进展发病的比率。单位时间内潜伏者

发病的人数为 kE，这里 k 表示发病率。具有快慢进展的结核病模型表示为[3]： 
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其中， 为人口的出生率，  为自然死亡率， 为因病死亡率。模型(1)的基本再生数为 d
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表示所有人口均是易感者时一个结核病患者在其整个患病期内产生的活动性结核病患者的人数。基本再生数

是决定模型(1)的动力学性态的关键参数，当 0 1R  时疾病将随着时间的增加而逐渐消失，而当 时疾病

将一直持续下去[3]。 

0 1R 

Lietman 和 Blower 提出了对新出生个体接种的结核病模型，他们将易感者类和潜伏者类按接种情况再分为

已接种和未接种两类，从而研究接种在控制结核病流行中的作用，以此来寻求预防和控制的最优策略[5]。他们

给出了模型的基本再生数 ，借助数值模拟分析了接种和治疗对结核发病和死亡的影响。Blower 等在该类模

型的基础上利用蒙特卡罗法对接种的作用进行了不确定性和敏感性分析[6]。本文中我们在不考虑外源性感染的

情况下对这类模型进行定性分析，并通过数值模拟来评价接种在控制结核传播中的作用。 

0
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2. 模型和基本再生数 

卡介苗是目前最广泛使用的预防结核病疫苗，现在接种过卡介苗的人数远远超过其它预防疫苗，然而卡介

苗对结核病的防治效果却一直备受争议。很多研究表明婴儿接种卡介苗并不能完全预防结核菌的感染和潜伏者

发病，而且疫苗产生的保护作用随时间的增加而衰减，可能在 10~20 年后完全丧失[7]。在此医学背景的基础上，

我们研究 Lietman 和 Blower 建立的考虑部分免疫和免疫逐渐丧失的结核病模型[5]。模型把总人口分为六类：易

感者类( 、 )、潜伏者类( 、 )、活动性结核病患者(I)和康复者类(R)，其中 u 和 v 分别表示未接种和已

接种的人口。考虑到接种，我们取 c 表示接种的覆盖率，q 表示接种后成功产生免疫作用的比率；由于接种产生

的免疫作用会随时间的增加而衰减，我们用

uS vS uE vE

 表示易感者 因免疫作用丧失而成为 的比率。另外，考虑到对

结核病患者的治疗，我们令 r 为治愈率，其它参数的含义同模型(1)。我们要研究的模型为： 

vS uS
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模型(2)中各类人口的初始值都非负。利用再生矩阵的方法[8]，我们可以得到模型(2)的基本再生数为 
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0
cvR 表示的实际意义为一个结核病患者在一个均是易感者而且对结核病患者进行治疗、对新出生个体进行接

种的人群内，该患者在整个患病期间所感染的人数，其中第一、二项分别为该患者在未接种的人群内所产生的

新病人数，而第三、四项为该患者在接种的人群内所产生的新病人数。 

为了研究模型(2)的稳定性态，我们首先给出下面的引理： 

引理 模型(2)从初始值   6
0 0 0 0 0 0, , , , ,u v u vS S E E I R R 出发的解在区间  0, 上存在唯一并且均是非负的。 

证明：由于模型(2)的右端都是多项式，所以它的解满足局部的存在唯一性。设该解的最大存在区间为  0,a ，

其中 。 a  
不妨假设 ， ，则对于0 0uS  0 0vS   0,t a  ，必有 。否则，一定存在充分小的正数( ) 0uS t   和  0 0,t a

使得 、 满足当 uS t  vS t  0t0,t 时 ，  0uS t   vS t  0 ，但  0 0S tu  ，并且当  0 0,t t t   时   0uS t  。 

由模型(2)的第一个方程可得 
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这与当  0 0,t t t   时   0uS t  矛盾。由此，  uS t 在区间  0,a 内非负。同理可证 、 、 vS t  uE t  vE t 、  I t

和 也在区间  内非负。 R t  0,a
取              u v u vN t S t S t E t E t I t R t      ，则  N t 满足 
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由于  I t 在区间  内非负，故有0,a
   

d

d

N t
N t

t
   。对这个不等式两端关于时间 t 从 0 到 t 积分得 

   0 , 0,tN t N e t a
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所以， 在区间  上有界。由于模型(2)的解有界，因此 N t 0,a a  ，即模型(2)的时间 t 可延拓至无穷远[9]。

从而，我们最终得到模型(2)的解在区间  上是非负的。 0,

由于当  N t



 时，
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。因此，我们仅在区域 P =   6, , , , , | , v
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内研究模

型(2)的解的性态，显然 P是模型(2)的一个正向不变集。 

3. 平衡点的存在性与稳定性 

由于平衡点的数量和稳定性对模型解的性态有重要影响，故我们对平衡点的存在性和稳定性进行讨论。令
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 * * * * * *, , , , ,u v u vP S S E E I R 为模型(2)的平衡点，则该平衡点的坐标满足： 
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由等式(3)里的前四个方程，我们可以得 
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把等式(4)中关于 、 、 、 的关系式代入到等式(3)的第五个方程，我们可以得到一个关于*
uS *

vS *
uE *

vE *I 的一元三

次方程： 

 * *2 * 0.I AI BI C                                       (5) 
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可见， 是方程(5)的一个根，而对方程(5)的其它两个根与0I  A 、 、C 的符号有关。利用二次函数的有

关知识，我们可得到下面结论： 

B

1) 当 时有 ， ， ，则方程(5)不存在正根。因此，模型(2)只存在唯一的无病平衡点 0 1cvR  0A  0B  0C 

0 , ,0,0,0,0cv cq cq
P

    
   

    
； 

2) 当 时有 ， ，则二次函数0 1cvR  0A  0C    2F I AI BI C   的图像开口向下，与 轴的上半轴有交点，

故该函数与

y

x 轴的右半轴一定相交而且交点只有一个，从而方程(5)存在唯一的正根。因此，模型(2)除了无病平

衡点 外，还有唯一的地方病平衡点0
cvP  * * * * * *, , , , ,u v u vS E E I R1

cvP S ，这里 、 、 、 、*
uS *

vS *
uE *

vE *I 和 均是正数。 *R

借助 LaSalle-Lyapunov 定理，我们可以得到在 0 1Rcv  时无病平衡点 的全局稳定性。 0Pcv

定理 1 当 时 在区域 P内是全局渐近稳定的，而当 时 不稳定。 0 1cvR  0
cvP 0 1cvR  0

cvP

证明：利用模型(2)在点 的线性化系统和文献[8]的结论可得，当0
cvP 0 1cvR  时 是局部稳定的，而当

时 不稳定。 
0
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由于在区域P 内 u
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cv内的最大不变集只含有一个无病平衡点 。

因此，由 LaSalle 不变原理知 是全局渐近稳定的。 

0P

0
cvP

对于当 时模型(2)的性态，我们先给出下面的定理： 0 1cvR 
定理 2 当 时疾病是一致持续的，即存在0 1cvR  0  ，使得模型(2)经过任意初始值 

的解 0 0, , ,vE I R  2 4
0 0 0 0, , intu v uS S E R R    I t 满足  I tlim inf
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 。 

证明：为了应用文献[10]中的定理 4.5，我们构造下面的集合： 
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则P 、 0X 均是模型(2)的正向不变集，并且 0X 是区域 P 中的一个紧集。由于我们所研究的区域P 吸引空

间 中所有的正半轨，因此模型(2)是点耗散的。令 6R
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可见存在充分小的 0 0  ，使得当  0 0 0,t t t   时有   0I t  ，   0uE t  。类似地，利用模型(2)中的第四、六

个方程，我们同样可以找到充分小的 0 0  ，使得当  0 0 0t,t t   时有   0vE t  ， 。此时，对于   0R t 

 0 0 0,t t t    ，有             0, , , , ,u v u vS t S t E t E t I t R t X ，这与假设矛盾。由此，我们得到 
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个孤立的非循环覆盖。接下来我们将证明 对于集合 0
cvP  0X 是弱排斥的，即模型(2)经过任意初始值 0 0X  的解
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考虑系统(7)的辅助系统 
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定义 
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令 ，其中    max Re :s M M        M  为  M  的所有特征值构成的集合。当 时，

我们有 。由于

0 1cvR 

  0 0s M    s M  关于连续，故存在充分小的正数 0 ，使得当    0s M  00    时有 。

又由于矩阵  M  是合作的，不可约的，故   s M  是  M  的一个单重特征值，而且所对应的特征向量为正。

因此，当 00      s M时  是  M  的一个单重的正的特征值，而且所对应的特征向量为正，从而系统(8) 

的解  uE t 、  vE t 、  I t 、  R t ，当 。另外，如果系统(8)的初始值满足：t   0 0Eu uE  ， 0 0v vE E ，

0 0I I ， 0 0RR ，则由比较定理[11](Theorem B. 1)知，模型(2)的解  uE t 、  vE t 、  I t 、 ，当 t ，

这与假设矛盾，故 对于集合

   R t  

0
cvP 0X 是弱排斥的。因此，根据文献[10]中的定理 4.5 我们得到存在 0  ，使得 

模型(2)经过任意初始值 0 0X  的解  0t  满足   0 0lim inf ,t
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t

E tm inf u 





，
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 lim inf v
t

E t 


 ，  lim inf
t

I t 


 ，  lim inf
t

R t 


 ，即有当 时疾病将一致持续下去。 0 1cvR 

1进一步借助 LaSalle-Lyapunov 定理，我们还可以得到当 时在一定条件下地方病平衡点 的全局稳定

性。 
0
cvR 1

cvP

定理 3 若 且下列条件满足： 0
cvR
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其中， 、 、 为 、 、 在平衡状态下所对应的值，则 在区域 P内是全局渐近稳定的。 *
vE vS uE vE

证明：对等式(3)进行变形，我们可以得到 
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把等式(9)代入到模型(2)，则有 
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      (10) 

1 *
u
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S
x

S
 ， 2 *

v

v

S
x

S
 ， 1 *

u

u

E
y

E
 ， 2 *

v

v

E
y

E
 ，

*

I
z

I
 ，

*

R
w

R
 ，则模型(10)可以表示为 令
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显然，系统(11)的平衡点 的全局渐近稳定性等价于模型(2)的地方病平衡点 

的全局渐近稳定性。 

1 1,1,1,1,1,1P 
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取 Lyapunov 函数为 
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对函数
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V 沿着系统(11)的轨线关于 t 求导，进行整理后得 
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由算术平均数不小于几何平均数可知，当定理 3 的条件成立时， 
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2 0 , 

则对于 ，有1 2 1 2, , , , 0x x y y z 
1

d
| 0

d P

V

t
 。 

由于等式 w 当且仅当 1 2 1 21,x x y y z    ，而系统(11)在 

  1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, , , , , | 1, , , , , , , 0x x y y z w x x y z y x x y y z w     的最大不变集为单点集   1,1,1,1,1,1 ，因此，由

LaSalle 不变性原理知 是全局渐近稳定的，即我们最终得到 在区域 P内全局渐近稳定。 1P 1
cvP

下面通过数值模拟来展示我们的理论结果。取定 200,000  ， 0.98c  ， ，0.68q  7
1 9.3 10   ，

， ， ，7
2 6.19 10   1 0.05f  2 0.033f  1 0.003k  ， k2 0.002 ， 1 30  ， r 0.85 ， 1 70  ， 0.06d  ，

则我们有选取的参数值满足定理 3 的条件，并且基本再生数 。图 1 显示了从六组不同初始值出发，

模型(2)的解最终趋于平衡态。 
0 2.706cvR 
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Figure 1. The asymptotic behavior of the endemic equilibrium 

图 1. 地方病平衡点 的渐近性态 1
cv

P

 

最后我们通过变化模型(2)中影响接种效果的参数值来评价接种对控制结核病传播的作用。取 ，其

它参数与前面相同，即没有采取接种措施，这时所对应的基本再生数 7

0c q 

0 3.02R  。下面再比较三种不同的接种

效果：1) 取 .3，即减少人群中接种的覆盖率和接种后成功产生免疫作用的比率，所对应的基本再生数

；2) 取 ，即增强接种对控制潜伏人群发病的作用，则所对应的基本再生数 ；

3) 取

0c q 

2k 0 2.984cvR  0.001 0 2.60cvR  2

1 60 

 
，即提高接种所持续的保护时间，则所对应的基本再生数 。这几种情况下结核患者人

数

0 2.53cvR  4

I t 随时间的变化在图 2 中给出。 
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Figure 2. Effects of vaccination against the spread of TB 
图 2. 不同的接种效果对结核病传播的影响 

 

图 2 中的实线表示没有采取接种措施，虚线对应图 1 中的接种效果，点划线表示三种不同的接种效果。我

们从图 2 上看到，接种虽然没有消灭结核病，但是能不同程度地降低患病人数，缩短患病人口达到平衡状态的

时间，从而在一定程度上达到控制结核病传播的效果。在平衡状态下与图 1 对应的患病人数相比，1) 中由于接

种减少，患病人数由原来的约 25,500 人上升到 30,500 人；2) 中由于接种增加使得患病人数降为 22,400 人；3) 中

的接种效果也在提高，但没有 2)好。可见增加 、 的值以及减少 、c q 2k  等的值，有利于使人群内更多的个体

获得因接种产生的免疫力并且受到长期保护，这将增强人群抵抗结核的能力，由此，在治疗的同时扩大接种覆

盖率和提高接种效果更益于结核的防控。同时我们也看到参数 对患病人数的变化最为敏感，这主要是源于绝

大多数感染个体处于潜伏状态而没有发病。另外，如果接种能达到终身免疫的效果，使得结核病无法在人群内

传播，这时结核病将有望得到根除。 

2k

4. 结论 

我们在本文中研究了一类考虑接种的结核病模型，得到了疾病流行的阈值条件 ，并且分析了模型的动力

学性态。结果表明：当 时无病平衡点全局稳定；当 时疾病一致持续存在；进一步在一定条件下借

助于 Lyapunov 函数，我们证明了唯一正平衡点的全局稳定性。通过数值模拟，我们得出在有效治疗下提高人群

中受接种保护的比率以及降低快慢发病率、免疫作用丧失等比率，将增强人群抵抗结核的能力，从而更有利于

结核的防控。尽管我们没有找到合适 Lyapunov 函数来说明地方病平衡点的全局稳定性，但数值模拟显示正平衡

态也可能是全局渐近稳定的。由于被结核菌感染的个体除了会发生内源性发病外，还存在有外源性发病；另外，

已治愈的结核病患者仍可以再次由外界感染结核菌而发病，而这些在我们的模型中均没有考虑，因此，这些将

是我们在以后的工作中所涉及的，进一步研究接种对控制结核病传播的作用。 

0
cvR

0 1cvR  0 1cvR 
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