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Abstract 
By using a homogical method, we drive out computational formulae for normal forms of the Hopf 
and Bautin bifurcations in 2 -symmetric systems. For practical bifurcation analysis of Hopf and 
Bautin in a 2 -symmetric system, we can use these formulae to compute the first and the second 
Lyapunov coefficients, and check whether the bifurcation is degenerate. Furthermore, we can use 
the formulae of unfolding parameters to decide the topological structures when parameters per-
turb in a neighborhood of the critical values. So, we construct the relation between the parameters 
and the structures for Hopf and Bautin bifurcations in any 2 -symmetric systems. 
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摘  要 

本文用同调方法导出任意维2 对称系统的Hopf和Bautin分岔规范型的计算公式。在对实际2 对称系统

进行Hopf和Bautin分岔分析时，可以直接利用这些公式来计算第一和第二Lyapunov系数，从而判断对

应分岔是否退化。进一步地，还可以利用开折参数的计算公式来确定系统参数在临界值附近扰动时，对

应的拓扑结构。因此，实际建立了任意维2 对称系统Hopf和Bautin分岔的参数和其结构之间的对应关

系。 
 
关键词 

Hopf分岔，Bautin分岔，2 对称，规范型，同调方法 

 
 

1. 引言 

规范型方法是研究微分方程定性和分岔(尤其是动态分岔)的重要工具。在分岔分析中，若能将系统的

某种分岔约化至其对应的规范型，就可以知道系统的结构。下面考虑如下的含参系统： 

( ), ,x f x α=                                  (1.1) 

其中， nx∈ ， mα ∈ ， : n m nf × →   充分光滑。先考虑参数维 1m = 的情形。假设(1.1)在 0α = 时

有平衡点 0x = ，并且其雅可比矩阵在 ( ) ( ), 0,0x α = 有一对共轭虚数特征值 0iω± ，此外再没有实部为零的

特征值(临界特征值)。此时，当α 在0附近扰动时，若(1.1)发生Hopf分岔，其规范型为[1] [2]： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

42 2
1 1 2 1 1 1 2

42 2
2 1 2 1 2 1 2

,

,

l O

l O

ϖ µ α ϖ ϖ α ϖ ϖ ϖ ϖ

ϖ ϖ µ α ϖ α ϖ ϖ ϖ ϖ

 = − + + +

 = + + + +






                  (1.2) 

其中 1ϖ 和 2ϖ 是在 0x = 附近限制在分岔中心流形上的状态变量，分岔发生的条件为：第一Lyapunov系数

( )1l α 满足 ( )1 0 0l ≠ (非退化)和
( )

0

d
0

d
α

µ α
α

=

≠ (横截性)。若引入 1
1 2iz ϖ ϖ= + ∈ ，则得到如下的复规范型： 

( )( ) ( ) ( )2 4
1i .z z l z z O zµ α α= + + +                        (1.3) 

引入复变量 ( ) 1
1l zν α= ∈ ，由高阶项不影响平衡点附近的拓扑结构，(1.3)可化为截断规范型[1] [2]： 

( )( ) ( )( ) 2
1 0 ,i sign lν µ α ν ν ν= + +                         (1.4) 

从而可以通过上面标准规范型的分岔图[3](如图 1)，获得(1.3)在对应参数下的结构。 
若 ( )1 0 0l = ，则 Hopf 分岔退化为余维 2 以上的情形，对应余维 2 情形的 Bautin 分岔的规范型为[1] [2]： 

( )( ) ( ) ( ) ( )2 4 6
1 2 2 ,z i z z z l z z O zµ α µ α α= + + + +                    (1.5) 

此时参数维 2m = ， ( )2l α 为第二Lyapunov系数，余维 2 分岔发生的条件为： ( )2 0 0l ≠ ， 

( )
( )

1 2

1 2 0

,
0

,
α

µ µ
α α

=

∂
≠

∂
。若引入复变量

( )
1

4
2

z

l
ν

α
= ∈ ，由(1.5)可得到如下的截断规范型： 
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Figure 1. Hopf bifurcation diagram of (1.4) with ( )( )1 0 1sign l =  

图1. 系统(1.4)的Hopf分岔图， ( )( )1 0 1sign l =  
 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( )

2 5
1 2 2 2

2 5
21 2

0

i 0 ,

i l sign l

sign l

ν µ α ν α µ α ν ν ν ν

µ α ν µ α ν ν ν ν

= + + +

+ + +






                (1.6) 

从而可以通过上面标准规范型的分岔图[3] [4](如图 2)，获得(1.5)在对应参数下的结构。 
附注 1：若给定系统的临界参数或平衡点不为 0，可以通过参数或变量平移，使其具有(1)的形式。 
附注 2：对于本文所考虑的 2 对称系统之特殊情形，规范型(1.2)，(1.3)和(1.4)最后余项的指数应相

应增加1。 
关于规范型(1.3)和(1.4)中临界 Lyapunov 系数 ( )1 0l 和 ( )2 0l 的计算，已有相关结果发表[4]-[6]。但对

其中开折参数 ( )µ α ， ( )1µ α 和 ( )2µ α 的计算公式却很少见。鉴于 2 对称系统的特殊性，本文作者在文

献[7]中给出了余维 2 的 Takens-Bogdanov 分岔开折参数的显式计算公式，而在本文中给出 Hopf 和 Bautin
分岔临界规范型系数以及开折参数的显式计算公式。 

2. 临界规范型系数的计算公式 

引理 2.1[3]：复系统 ( ) ( )( ) ( ) ( )6

2 5

1i ,
! !

j k
jk

j k
w w g w w O w

j k
σ α ω α α

≤ + ≤

= + + +∑ 其中 1w∈ ， mα ∈ ，

1m = 或 2， 1
jkg ∈ ， ( ) ( ),σ α ω α ∈，且 ( )0 0σ = ， ( ) 00 0ω ω= > ，能够通过光滑依赖于参数的可逆

复坐标变换(对充分小的 α )： 

( ) ( ) ( )21 32
2 5

1 , 0 0 ,
! !

j k
jk

j k
w z h z z h h

j k
α

≤ + ≤

= + =∑                       (2.1) 

约化为下面仅含有共鸣项的系统： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 4 6
1 2i ,z z l z z l z z O zσ α ω α α α= + + + + 

                 (2.2) 

其中， ( ) ( ) 1
1 2,l lα α ∈ 

 。 
系统(1.1) 在临界情形下，由其 2 对称性，右端可如下展开： 

( ) ( ) ( )1 1,0 , , , , , , ,
3! 5!

f x Ax C x x x E x x x x x= + + +                  (2.3) 
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Figure 2. Bautin bifurcation diagram of (1.6) with ( )( )2 0 1sign l = ,

1 2: 0, 0H µ µ+ = > , 1 2: 0, 0H µ µ− = < , 2
2 1 2: 4 , 0T µ µ µ= <   

图2. 系统(1.6)的Bautin分岔图， ( )( )2 0 1sign l = ， 1 2: 0, 0H µ µ+ = > ，

1 2: 0, 0H µ µ− = < ， 2
2 1 2: 4 , 0T µ µ µ= <   

 

其中， ( )0,0xA f= ， ( ) ( )3

, , 1

0,0
, ,

n
i

i j k l
j k l j k l

f
C y w y w

x x x
χ χ

=

∂
=

∂ ∂ ∂∑ ， 

( ) ( )5

, , , , 1

0,0
, , , ,

n
i

i j k l m t
j k l m t j k l m t

f
E y w u v y w u v

x x x x x
χ χ

=

∂
=

∂ ∂ ∂ ∂ ∂∑ ， 1,2, ,i n=  。在 ( ) ( ), 0,0x α = 时，由(1.1)仅有一对虚

数临界特征值 0iω± ，存在特征向量 , np q∈ 满足： 

T
0 0

1
i , i , , 1.

n

i i
i

Aq q A p p p q p qω ω
=

= = − = =∑  

定理 1 系统(1.1)相应于Hopf和Bautin分岔的第一和第二Lyapunov系数的临界值计算公式分别为： 

( ) ( )( )1
0

10 Re , , , ,
2

l p C q q q
ω

=                              (2.4) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 30 21 21
0

10 Re , , , , , , , 3 , , 6 , , ,
12

l p E q q q q q C q q h C q q h C q q h
ω

= + + +         (2.5) 

其中， 30h 和 21h 可分别通过如下的线性方程来解出： 

( ) ( ) ( ) ( )1 0 21
30 0 T

, , , , ,i
3i , , , .

0 0
n

n

C q q q p C q q q qI A q h
h I A C q q q

p s
ω

ω −  −−   
= − =     

      
 

证明：记 cT 为由 p 和 q 所生成的临界特征空间。在此临界情形下，将(1.1)限制在 2 维不变中心流形
2
c 上： 

( ) 2, : ,n
cx H Hϖ= →                                 (2.6) 

从而受限系统为： 
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( ) 2 2, : .c cG Gϖ ϖ= →

                                (2.7) 

将(2.6)和(2.7)代入(1.1)的临界方程 ( ),0x f x= 得到同调方程： 

( ) ( ) ( )( ),0 .H G f Hϖ ϖ ϖ ϖ=                                (2.8) 

另一方面，任意向量 2 n
cϖ ∈ ⊂ 

都可以表示为： 

, , .p q p q zq zqϖ ϖ ϖ= + +                              (2.9) 

将(2.9)代入(2.8)，同调方程成为： 

( ) ( ) ( )( ), , , ,0 .z zH z z z H z z z f H z z+ =                            (2.10) 

再将 ( ),H z z 展开如下： 

( ) ( )7

1,3,5
, ,

! !
jk j k

j k

h
H z z zq zq z z O z

j k+ =

= + + +∑                       (2.11) 

其中 jkh 待定。根据引理 2.1， ( ) ( )2 5
0 1i 0z z l z z O zω= + +

  ( ) ( ) ( )( )( )1
1 1 1, 0 Re 0l l lα ∈ = 

 ，将其连同(2.11)
代入(2.10),并将(2.10)的右端按(2.3)展开，比较两端 2z z 项的系数得到如下的奇线性方程： 

( ) ( ) ( )21 0 1i , , 2 0 .nI A h C q q q l qω ω− = −   

由于 
T

0 21 0 21 21 0 21 21

0 21 0 21 0 21 0 21

, (i ) , i , , i ,

, i i , , i , i 0,
np I A h p h p Ah p h A p h

p h p h p h p h

ω ω ω

ω ω ω ω

− = − = −

= − − = − =
 

于是有 

( ) ( )0 1, , , 2 0 0,p C q q q l qω− =  

利用 , 1p q = ，从而得到第一 Lyapunov 系数 ( ) ( )( )1 1Rel lα α=  的临界值公式(2.4)。 
若 ( )1 0 0l = ,则需要计算第二 Lyapunov 系统来判断分岔余维是否为 2 。此时，由引理 2.1 得到，

( ) ( ) ( )2 4 7
0 1 2i 0 0z z l z z l z z O zω= + + + 

  ( ) ( ) ( )( )( )1
1 2 2 2, , (0) Re 0l l l lα α ∈ =  

 ，将其和(2.11)一起代入

(2.10)后，通过比较两端 3 2z z 项的系数得奇线性方程： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 32 30 21 21 0 2, , , , , , 3 , , 6 , , 12 0 .ni I A h E q q q q q C q q h C q q h C q q h l qω ω− = + + + −   

类似前面，通过将上面方程的两端共轭左乘 p ，得到第二 Lyapunov 系数 ( ) ( )( )2 2Rel lα α=  的临界值

计算公式(2.5)。通过比较 3z 项的系数，得到求解 30h 的线性方程：  

( ) ( )1
30 03i , , .nh I A C q q qω −= −  

其中 21h 可通过解如下的扩展方程( 1n + 维)来确定： 

( ) ( ) ( ) ( )0 21 0 1
1T

0

i , , 2 0 1, 0 , , , .
0 20

nI A q h C q q q l q l p C q q q
p s

ω ω
ω

−      −
= =    

     



  

3. 广义开折参数的计算公式 

下面将α 在临界参数值 0 附近扰动，并计算对应的开折参数 ( )µ α 。设系统(1.1)此时的特征值为

( ) ( ) ( )iλ α σ α ω α= ± ，显然有 ( )0 0σ = 。相应于(2.3)的展开式为： 

( ) ( ) ( ) ( )1 1, , , , , , , , , , ,
3! 5!

f x A x C x x x E x x x x xα α α α= + + +  


            (3.1) 
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其中 ( ) ( )22

1 1

0,
,

n
i

j m
j m j m

f
A A

x
α

χ α χ χ α
α= =

∂
= +

∂ ∂∑∑ ， ( ) ( ) ( )42

, , 1 1

0,
, , , , ,

n
i

i i j k l m
j k l m j k l m

f
C y w C y w y w

x x x
α

χ α χ χ α
α= =

∂
= +

∂ ∂ ∂ ∂∑ ∑ ，

E类似。此情形下，对于充分小的 α ，存在参数依赖的向量 ( )p α 和 ( )q α 满足： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T, , , 1.A q q A p p p qα α λ α α α α λ α α α α= = =   

定理 2 系统(1.1)相应于 Bautin 分岔的开折参数的计算公式为： 

( ) ( )
( )1 ,

σ α
µ α

ω α
=                                   (3.2) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )

2 2

( ) Im , , , ,
2 ( )

1 Re , , , , .
2

p C q q q

p C q q q

σ αµ α α α α α α
ω α

α α α α α
ω α

= −

+





                  (3.3) 

Hopf 分岔的余维是1，其规范型 (1.3)中的开折参数 ( ) ( )1µ α µ α= 。 
证明：此情形下，与(2.10)相应的同调方程为： 

( ) ( ) ( )( ), , , , , , , ,z zH z z z H z z z f H z zα α α α+ =                    (3.4) 

与(2.11)对应的展开形式则为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )7

1,3,5
, , ,

! !
jk j k

j k

h
H z z zq zq z z O z

j k
α

α α α
+ =

= + + +∑               (3.5) 

而且 z 满足引理 2.1 中的(2.2)。将(2.2)，(3.5)代入(3.4)，并按(3.1)展开，通过类似于前面的计算得到： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1
1 , , , , .
2

l p C q q qα α α α α α=   

下面考虑将(2.2)化为规范型(1.3)的形式。引入时间变换 ( ) ,tκ ω α= 因为 ( )0 0ω > ，所以对于充分

小的 α ，时间方向不变，(2.2)在此变换下成为： 

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )2 4 61 2d i .

d
l lz z z z z z O z

σ α α α
κ ω α ω α ω α

 
= + + + +  
 

 

 

注意到上面系统中非线性项系数为复数的情形，现引入新的时间τ 满足 ( ) ( )( )2 4
1 2d 1 d ,c z c zκ α α τ= + +  

其中 ( ) ( )1 2,c cα α ∈待定，将上面的系统约化为： 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

21
1

41 2
2 1

d i i
d ( )

i .
( )

lz z c z z

l l
c c z z

σ α σ α α
α

τ ω α ω α ω α

σ α α α
α α

ω α ω α ω α

    
= + + + +            

  
+ + + +      



 

 

当取 ( )
( )( )

( )
1

1

Im l
c

α
α

ω α
= −



， ( )
( )( )
( )

( )( )
( )

2

1 2
2 2

Im Iml l
c

α α
α

ω αω α

 
 = −





时，上面系统的非线性项系数为实数，

从而化成了规范型(1.5)，并且有： ( ) ( )
( )1 ,

σ α
µ α

ω α
= 以及 
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( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )
( )

( )( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )

1 1
2 1 12

2

Re Im Re

Im , , , ,
2

1 Re , , , , .
2

l l
c l

p C q q q

p C q q q

σ α α σ α α
µ α α α

ω α ω α ω αω α

σ α
α α α α α

ω α

α α α α α
ω α

   
= + = − +      

   

= −

+

 







 

4. 应用实例 

考虑如下改变 van der Pol 振子[8] 

( ) ( )
( ) ( )

33
1 1 2 1 1 2 1

3
2 1 2 3 2 1

3 2

,

,

x x x x mx n x x

x x x x n x x
x x

δ β

β

 = − + − − + −
 = − − − −
 =







                    (4.1) 

的Bautin分岔。容易验证：当
21

2
δβ
δ

+
= − ， 1δ < 时，(4.1)在平衡点 ( )0,0,0 有特征值 1

1λ
δ

= ，
2

2,3
1 i

2
δλ −

= ± 。

按(2.3)展开有： ( )
( )( )( )( )

( )( )( )
1 1 1 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

6

, , 6 ,
0

m y w n y y w w

C y w n y y w w

χ χ χ

χ χ χ

 − + − − −
 

= − − − 
  
 

0E = 。规范化的临界特征向量

计算为： 

( )
( )

2 2

2 2

2

2 2 2

1

1 2 2 i
1 1

2 12 i
1 1 2 2

q δ δ δ
δ δ

δδ
δ δ δ

 
 
 
 

− − = − + + 
 −
 − −

+ + − 

，

( )
( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

2 22

2 2 4

2

2 2

2 2 2

2 2 31 i
2 2 4 2 3

1 2 2 i
2 2 4 2

1 i
2 2 2 2 2

p

δ δ δδ
δ δ δ

δ δ
δ δ

δ
δ δ δ

 − −− −
 − − +
 
 − = −
 − −
 
 − − − − −  

。 

利用定理 1 的公式(2.4)立即得到 ( )
( )

( )( )

4 4

1 2 2 2

3 4
0

2 2 1 2

n m m
l

δ δ

δ δ δ

+ −
=

− + −
。若

4

4

4
1

nm δ
δ

=
−

，则 Hopf 分岔退化 

为余维 2 以上情形。此时，通过定理 1 的公式计算 30h 和 21h ，然后代入(2.5)直接得到： 

( )
( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

2 7 2 4 6 8

2 32 22 2 2 2 4

24 32 158 117 63 36
0

2 2 1 1 2 1 2 9 9

n
l

δ δ δ δ δ

δ δ δ δ δ δ δ

+ − − +
=

− − + − + + −
。 

在临界值
2 2

4

1 4, , ,
2 1

n nδ δδ
δ δ

 +
− − 

附近扰动参数 β 和δ ： ( )
2 2

1 2 4

1 4, , , , , ,
2 1

nm n nδ δβ δ α δ α
δ δ

 +
= − + + 

− 
。 

为精简起见，我们任取下面的参数值
1
2

δ = ， 1n = ， ( )0.05,0.1α = ，计算得： 

i 0.01327 0.57299iλ σ ω= + = − + ， ( )
0.41931 0.40384i
0.00252 0.40135i

0.70711
q α

− 
 = − 
 − 

， 
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( )
0.25031 0.75442i

0.25186 0.48669i
0.85464 0.44911i

p α
− − 
 = − 
 − − 

， ( )
0.66181 0.22158i

, , , 0.43444 0.00259i
0

C q q q α
− + 
 = − 
  

 ， ( ) ( )2 2 0 1.36784l lα ≈ = 。 再 利 

用定理 2 的公式(3.2)和(3.3)计算得到： ( )1 0.05,0.1 0.02317µ = − ， ( )2 0.05,0.1 0.08831µ = 。最后，计算(1.6)
中的开折参数 ( )2 0.05,0.1 0.1033µ = ，对照分岔图 2 知道，此时系统在分岔对应的二维中心流形上，其相

图结构为②，在平衡点附近存在唯一不稳定的极限环。 
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