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Abstract 
In this paper, we will use a new method of elimination and the dichotomy of the nonlinear equa-
tion to common research the numerical solution of equations. 
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摘  要 

本文将用一种新的消元法和非线性方程的二分法来共同研究方程组的数值解。 
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1. 引言 

非线性代数方程组的求解问题是一个古老的问题，在社会飞速发展的今天，它被应用到许多地方，

比如说计算机辅助设计图形，以及来自工程、机械等的几何约束问题，最终都将产生一个大型的非线性

代数方程组，其中常见的求解非线性代数方程组的方法有非线性的 Jacobi 迭代法、Gauss-Seidel 迭代法、

SOR 迭代法、牛顿迭代法及改进的牛顿迭代法等[1]。2014 年初周亚南首先提出了一种引入多参变量的一

种消元法[2]，在了解了这种消元法后，将其应用到非线性代数方程组的数值解法中，通常非线性代数方

程组表示为： 

( ) ( )1 2 3, , 0 1,2,3,4,5n nf x x x x n n= =                            (1) 

为了能很好的介绍清楚这种消元法，对于(1)式引进一些吴标记法[3]：多项式 ( )1 2, nf f x x x=  变元

( )1 2, nx x x 中下标最大下标称为多项式 f 的主变元，记为 ( )varI f ；多项式 f 的主变元 ( )varI f 的下标

定义为多项式的类，记为 ( )cls f ；多项式关于变元 ix 的次数记为 ( )deg , if x ，主变元的次数记为

( ) ( )( )deg deg , varp p i p= ；多项式的长度定义为多项式的项数，记为 ( )t p 。下面引入新的标记：多项式 f
中的各项记为 ( ) jt p ；单项式 ( ) jt p 中元素的个数记为 M ，每个元素的幂记为 ( ) ( )ijt p x ；单项式 ( ) jt p 中

所有元素的幂之和记为 ( ) ( )jt p A 。 

2. 消元法 

上面已经提到引入多参变量的一种消元法，为此引入 1n − 个参变量，记为 1 2 3 1, , ny y y y − ，并且使其

满足下面的式子关系 

( ) ( )1,2,3,4 1i i cls fx y x i n= = −                              (2) 

后将(2)式代入到(1)中，将得到一个新的代数方程组，记为 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 1, ... , 0 1, 2,3, 4,5n ncls f cls f cls f cls fF y x y x y x x n n− = =                   (3) 

将式(3)重新分配成为下面 1n − 个方程组 

( )
( )

( )

1 1 2

2 1 3

1 1

,

,

,n n

G F F

G F F

G F F−

 =


=






=







                                     (4) 

对这 1n − 个方程组进行消元，可以得到 1n − 个方程式，记为 

( )1 1 2 1, 0 2,3,4n nH y y y n n− − = =                         (5) 

同时联立这 1n − 个方程式，将得到一个新的方程组，用同样的方式标记为(5)，例：方程组 1G 的消元，

这里主要是消去未知量 ( )cls fx ( 2 3 1, nG G G − 同样也是消去未知量 ( )cls fx )，为此讨论下面方程组的消元法(即
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1G 变形后的方程组) 

1

2

0
0

F
F
=

 =
                                         (6) 

为了讨论好这种消元法，还需进行这样的标记，将多项式 1F 分为两类，一类是含有未知量 ( )cls fx ，记

为 ( )( )
1cls fCon x ，一类是不含未知量 ( )cls fx ，记为 ( )( )

1cls fNcon x ，由式子(6)中的 1 0F = 可以得到下面的方

程式 

( )( ) ( )( )
1 1

0cls f cls fCon x Ncon x+ =                            (7) 

同理由式子(6)中的 2 0F = 可以得到下面的方程式 

( )( ) ( )( )
2 2

0cls f cls fCon x Ncon x+ =                              (8) 

由(7) (8)可以得到下面的方程组 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

1 1

2 2

cls f cls f

cls f cls f

Con x Ncon x

Con x Ncon x

 = −


= −

                             (9) 

由方程组(9)可以得到下面的多项式 

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

1 1

2 2

cls f cls f

cls f cls f

Con x Ncon x

Con x Ncon x
=                              (10) 

现在来分析(10)，其中 ( )( )
1cls fNcon x 、 ( )( )

2cls fNcon x 式必然不会为零，且(10)式中必然会至少消去一

个 ( )cls fx ，将(10)变形得到下面的式子 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
1 2 2 1 0

cls f cls f cls f cls f

k k

Con x Ncon x Con x Ncon x

x x

⋅ ⋅
− = (k 为可约次数)         (11) 

这样就起到了消元的目的，之后将方程式(11)和(7)或(8)中的一个联立方程组{这里只能和(7)(8)中的

一个联立方程组，且在以后的子联立中以第一次联立的方程式为主}，这样在每次联立后起到一次消元的

目的，这一次一次的联立我们称之为子联立，在一次次的消元过程后，我们必定会得到下面一个方程式 

( ) ( )1 1 2 1, ncls fx L y y y −=                                   (12) 

将(12)式代入第一次未联立的那个方程式中，就消掉了未知量 ( )cls fx ，得到了所需要的方程式 1 0H = ，

同理可以得到 2 3 10, 0 0nH H H −= = = ，联立(这里的联立不是子联立)就得到了所需要的方程组(5)，再对

(5)进行上述循环，可以得到一个含有 2n − 个未知量的方程组，依次循环最后可以得到到一个方程式，这

样就完成了消元。 

3. 数值解法的实现 

3.1. 消元法在非线性代数方程组的数值解法上的应用 

定义 3.11：定义原方程组为 n 级方程组，第一次消元后得到的方程组为 1n − 级方程组，即方程组的

级数等于原方程组的级数减去消元的次数，最后的方程式定义为一级方程式。从上面的消元过程的介绍，

不难会想到去求解这个一级方程式的数值解，然后代入到二级方程组去求解二级方程组的解(这里会有增
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解，要舍去)，然后再代入三级方程组(同样有增解)，依次这样做下去，直到得到原方程组的解(即 n 级方

程组的解)，而进行这个过程，不难发现，它都可以转换为求解方程式的数值解，所以可以用二分法、不

动点迭代法、Newton 迭代法或者割线法等方法去依次求解方程式的数值解，最后求得原方程组的数值解

(在下文主要以二分法来求解方程组数值解)，例如上面的方程组(5)，假定已经求得其方程组的解

( )1 2 1, ny y y − ，那么仅需将 ( )1 2 1, ny y y − 代入方程组(3)中的一个式子中求得未知量 ( )cls fx 的数值解，然后

用(3)中的其余方程式检验其解的正确性即可，最后得到了 ( )cls fx 的数值解，仅需代入式子(2)，就可以得

到一组关于原方程组的解。总结：同样对于 n 级方程组的每一级方程组，可以同样采用二分法去求每一

级方程组的数直解，但这种方法必须从一级方程式开始，再依次求二级…直到得到原方程组的数值解。 

3.2. 解法的收敛速度 

在上面主要用二分法求解 n 级方程组的数值解，且需要求出每一级方程组的数值解，所以每一级方

程组的收敛阶为一，即如二分法的收敛阶，且每一级方程组的误差估计如二分法的误差估计，我们不能

求出方程组的收敛阶，我们仅能用第 n 级方程组在二分法下的收敛阶近似代替原方程组的收敛阶，即为

线性收敛。 

3.3. 解法的精度 

定义 3.31：一级方程式所求的数值解的精度定义为一级精度，二级方程组所求的精度定义为二级精

度，即 n 级方程组的精度为定义 n 级精度，这里 1, 2,3n n=  ，又有下面的标记，一级精度记为 11ε ，二

级精度记为 12 nε  级精度记为 1nε ，从以上的求数值解的过程不难发现，要想使原方程组的精度达到要求，

那么必须从一级精度做起，即要求一级精度达到一定的要求，之后二级精度在一级精度的要求下达到要

求，这样依次类推，达到原方程组所需要的精度，通常有下面的关系 

11 12 1nε ε ε≤ ≤                                 (13) 

由式子(13)我们知道 11ε 精度要足够高。 

4. 实例 

为了能很好的了解这种消元法，从线性方程组开始介绍 

4.1. 线性方程组的实例 

例 1 

2 3 4
4 5

x y
x y
+ =

 + =
                                  (14) 

引入未知量 l ，并且使 x ly= ，代入上面的方程组，可以得到下面的方程组 

( )
( )
2 3 4

4 1 5

l y

l y

+ =


+ =
                                 (15) 

两式相除得： 

2 3 4
4 1 5
l
l
+

=
+

                                   (16) 

可以得到 
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11
6

l =                                      (17) 

那么知道(即可以得到下面的式子) 

11
6

x y=                                      (18) 

代入原方程组可以得到 

11 3,
10 5

x y= =                                    (19) 

例 2 

1
9

4 2 3

a b c
a b c

a b c

+ + = −
 − + =
 + + =

                                  (20) 

引入未知量 k l、 ，并且使 ,a kb c lb= = 代入上面的方程组可以得到下面的方程组 

( )
( )
( )

1 1

1 9

4 2 3

k l b

k l b

k l b

+ + = −


− + =
 + + =

                                 (21) 

那么可以得到下面的方程组 
1 1
1 9
1 1

4 2 3

k l
k l
k l
k l

+ + = − − +
 + + = −
 + +

                                  (22) 

整理得： 

5 5 4
7 4 5
k l
k l
+ = −

 + = −
                                    (23) 

再次引入未知量 m，并且使 k ml= ，代入上面的式子，可以得到 m的值。如下 
3m =  

3 1,
5 5

k l= − = −  

3, 5, 1a b c= = − =  

4.2. 非线性代数方程组的实例 

例 3 
2 2
1 2 1 2
2 2
1 2 1 2

2 3 8

2 5

x x x x

x x x x

 + + + =


+ + =
                               (24) 

下面引入最大值符号，记为 Max 。则 

( ) ( )
1

Max 2jt p A  =                                  (25) 

( ) ( )
2

Max 2jt p A  =                                  (26) 
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使 1 2x yx= 那么可以得到下面的方程组 
2 2 2

2 2 2 2
2 2 2 2

2 2 2

2 3 8

2 5

y x x yx x a

y x x yx b

 + + + =


+ + =
                           (27) 

对比(25)(26)(27)会发现有如下规律 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 21 2
deg , Max , deg , Max 2a bj jf x t p A f x t p A   = = =     

由(27)式可以得到下面的式子 

( )
2 2

5 1
6 8 7

y
x c

y y
+

=
+ −

                                    (28) 

将方程式 c与方程式 b 作用可以得到下面的式子 

( )( )
2

2 2

6 8 7
1 2 1
y yx

y y y
+ −

=
+ + +

                                   (29) 

联立(28)(29)可以得到下面的方程式 

( )
( )( )

2

2 2

5 1 6 8 7
6 8 7 1 2 1

y y y
y y y y y

+ + −
=

+ − + + +
                               (30) 

整理得 
4 3 226 71 45 127 44 0y y y y+ − − + =                                (31) 

由方程式(31)可知 y 在(0,1)中必有一解，故选初值(0,1)迭代 13 次得 0.33y ≈ ，可知其精度 310y y∗ −− ≤

代入方程组(27)中，可以的到下列方程组 
2
2 2
2
2

3.2178 1.33 8

1.5478 5

x x d

x e

 + =


=
 

分别求出方程式 d 、 e的数值解，如下： 

2 1 2 21.7969264715, 1.3836005967d dx x≈ − ≈  

2
5 3.2303915235 1.7973289969987

1.5478ex ≈ ± ≈ ± ≈ ±  

故取 2 1.7969264715x ≈ − ，可知 1 0.5929857356.x ≈ −  

4.3. 利用牛顿法得到的数值解 

看图 1 选初值(−1, −2)，则迭代 4 次 

1

2

0.5936331
.

1.7968165
x
x
= −

 = −
 

5. 总结与讨论 

优点：大范围收敛，即不需要选定合适的初值，而牛顿迭代法及其变形，都是小范围收敛，需要选

定合适的初值，对于多元高次方程组必须凭感觉选定其合适的初值，才能有效的得到其精确的数值解，

且此算法可以求出其全部的数值解，而牛顿迭代法及其变形仅能求出一个解或部分解。 
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Figure 1. Using the images to evaluate generally small range of 1 2,x x  
图 1. 用图像来评估 1 2,x x 的大致小范围 

 
Table 1. The elimination method and Newton iteration accuracy comparison in this paper 
表 1. 本文消元法与牛顿迭代法精度对比 

 (−0.5936331, −1.7968165) (−1.686141, 1) (−0.592919075, −1.7967244701) 

( )1 1 2,f x x  −4.811520 × 10−7 1943762 × 10−6 −1.881022 × 10−3 

( )2 1 2,f x x  −2.014704 × 10−7 1943762 × 10−6 −3.362909 × 10−3 

( )
( )

2 2
1 1 2 1 2 1 2

2 2
2 1 2 1 2 1 2

, =2 3 8

, =2 5

f x x x x x x

f x x x x x x

+ + + −


+ + −

 

 

缺点：其算法较牛顿迭代法复杂，其精度在增加迭代次数时可以达到其牛顿迭代法的精度(表 1)。 
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