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Abstract 

The bases ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1n i in
i z z zα −= ±   ( )i n0 ≤ ≤ of the polynomial linear space [ ]n z1 +  are con-

structed by the bilinear transformation function. Generalized Bezout matrices under two different 
bases are investigated. By the generating functions of Bezout matrices, a fast algorithm formula 
and its corresponding triangular decomposition for the elements of this type of Bezout matrix are 
given. The formula shows that the cost of the algorithm is ( )ο n2 . Connection between two Bezout 
matrices under different bases is discussed. Finally, two numerical examples are given to demon-
strate the validity of the theory. 
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摘  要 

本文通过双线性变换函数构造多项式空间 [ ]n z1 + 的两个基 ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1n i in
i z z zα −= ±   ( )i n0 ≤ ≤ ，分

两种情形研究在该多项式基下的一类广义Bezout矩阵。通过Bezout矩阵的生成函数给出该矩阵元素的一

个快速计算公式和对应的三角分解公式，该计算公式所需工作量为 ( )ο n2 。讨论了两个不同基的广义

Bezout矩阵之间的联系。最后，举两个数值例子进行验证。 
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1. 引言 

由于 Bezout 矩阵在多项式求根理论、线性控制系统理论、结构矩阵理论等领域有着广泛的应用(如见

文献[1] [2]等)，近年来受到了数学工作者的高度重视。在 Bezout 矩阵的研究中，将标准幂基下的经典

Bezout 矩阵推广到一般多项式基下来研究是近年来常见的一个研究方向(如[3]-[6])，并且关于经典 Bezout 
矩阵的 Barnett 分解公式、和伴侣矩阵的缠绕关系以及通过 Vandermonde 矩阵的对角约化三个方面的性质

对一般多项式基下广义 Bezout 矩阵也成立。关于一般多项式基，通常考虑的是复数域上次数不超过 n
的多项式线性空间 [ ]1n z+ 中次数逐渐递增且满足三项递推关系的一个基([5] [6])。而对于更一般情形的多

项式基下的多项式 Bezout 矩阵，目前多数文献只涉及到它的理论方面的研究，关于它的元素和求逆公式

等计算方面的问题鲜有讨论。 
最近，Bini 与 Gemignani[7]研究了在 Bernstein 基下的 Bezout 矩阵，讨论了该矩阵的计算公式和位移结

构。本文将讨论一类特殊多项式基 ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 ,0n i in
i z z z i nα −= ± ≤ ≤ 下的广义 Bezout 矩阵。这类多项式

的特殊性表现在 ( ) ( ){ }n
i zα 可以作为 [ ]1n z+ 的一个基，基中每个多项式都是 n 次的，这一点与 Bernstein 多 

项式相类似。容易看出，基 ( ) ( ){ }n
i zα 中多项式元素来自于双线性变换函数

1
1

zt
z

+
=

−
或

1
1

zt
z

−
=

+
的分子与分 

母。该函数建立了上下复半平面之间的相互转换，这在复分析教材里经常用到。另外，若对任意次数不超

过 n 的多项式 ( )f z ，用基 ( ) ( ){ }n
i zα 可表示为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1 1 ,
n n n i in

i i i
i i

f z f z f z zα −

= =

= = + −∑ ∑  

则新多项式 

 ( ) ( ) ( )
0

11 2 1 .
1

nn n i
i

i

tf t t f f t t
t =

− + = ≠ − + 
∑  

在标准幂基下的系数与 ( )f z 在基 ( ) ( ){ }n
i zα 下的系数对应成比例，从而在讨论多项式的结式等相关

问题[1]时带来了方便。众所周知，结式矩阵与多项式的最大公因式和 Bezout 矩阵之间有着紧密的联系。 

2. 广义 Bezout 矩阵元素的计算 

给定两个多项式 ( ) ( ) ( )
0 0

0 ,
n n

i i
i n i

i i
p z p z p q z q z

= =

= ≠ =∑ ∑ ，由下面二元多项式 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 1

1 1
,

n n
i j

ij
i j

p q p q
b

λ µ µ λ
π λ µ λ µ

λ µ
− −

= =

−
= =

− ∑∑  

所确定的矩阵 ( )ijb 称为由多项式 ( ) ( ),p z q z 生成的关于标准幂基下的 Bezout 矩阵 [8]，记作

( ) ( ), ijB p q b= 。显然 ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 ,0n i in
i z z z i nα −= ± ≤ ≤ 也是 [ ]1n z+ 的一个基，但该基中的每一个多项

式的次数都是 n 次的。对上式进行改写为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 ( 1) ( 1)
1 1

1 1 1 1

n n n n
i j n n

ij ij i j
i j i j

p q p q
b bαλ µ µ λ
λ µ α λ α µ

λ µ
− − − −

− −
= = = =

−
= =

− ∑∑ ∑∑ ,            (1) 

称矩阵 ( )ijbα 为由多项式 ( ) ( ),p z q z 生成的关于基 ( ) ( ){ }n
i zα 的广义 Bezout 矩阵，记作 ( ) ( ), ijB p q bα

α= 。 
下面讨论在基 ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 ,0n i in

i z z z i nα −= − + ≤ ≤ 下的广义 Bezout 矩阵元素 ijbα 的计算公式，我们有

下面的定理。 
定理 2.1：取基 ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 ,0n i in

i z z z i nα −= − + ≤ ≤ ，并设 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0

0 ,
n n n n

n ni i
i n i i i i i

i i i i
p z p z p p z q z q z q zα αα α

= = = =

= ≠ = = =∑ ∑ ∑ ∑ 。 

那么由(1)所确定的关于基 ( ) ( ){ }n
i zα 的广义 Bezout 矩阵 ( ),B p qα 的元素 ijbα 可以通过下列公式计算： 

  

( )
( )
( )

1 0 0

, 1 1,

, 1

2 , 1

2 , 1 , 1,

2 , 1 1.

i i i

i j i j j i i j

n j n j j n

b p q p q i n

b p q p q b i j n

b p q p q j n

α α α α α

α α α α α α

α α α α α

+ +

+

= − ≤ ≤

= − + ≤ ≤ −

= − ≤ ≤ −

,

                        (2) 

该计算方法的工作量为 ( )2nο 数量级。 
证明：首先由定义(1)得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, 0

1 1 1 1
1 1 1 1

, 1 , 1

1 1 1 1
1 1 1 1

, 1 , 1

1 1

1 11 1 1 ( ) 1 1 1
2 2

n
n n

i j j i i j
i j

n n
n n n n

ij i j ij i j
i j i j

n n
n n n n

ij i j ij i j
i j i j

p q p q z w

z w b z w z w b z w

z w w b z w w z z b z w

α α α α

α α

α α

α α

α α α α

α α α α

=

− − − −
− − − −

= =

− − − −
− − − −

= =

−

= − = − + −

= − − + + − + − + + −

∑

∑ ∑

∑ ∑ .

 (3) 

其中上式第一部分为 

( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

1 1
1 1

, 1

1 1 1 1
1 1 1 1

, 1 , 1

1 1 1 1 ( )
2

1 11 1 ( ) 1 1 ( ) .
2 2

n
n n

ij i j
i j

n n
n n n n

ij i j ij i j
i j i j

z w w b z w

z w b z w z w b z w

α

α α

α α

α α α α

− −
− −

=

− − − −
− − − −

= =

− − + + −

= − − + − − −

∑

∑ ∑
 

第二部分 

( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1
1 1

, 1

1 1 1 1
1 1 1 1

, 1 , 1

1 1 1 1 ( )
2

1 11 1 ( ) 1 1 .
2 2

n
n n

ij i j
i j

n n
n n n n

ij i j ij i j
i j i j

w z z b z w

w z b z w w z b z w

α

α α

α α

α α α α

− −
− −

=

− − − −
− − − −

= =

− + + −

= − + + − −

∑

∑ ∑
 

将以上两部分代入(3)得： 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, 0

1 1 1 1
1 1 1 1

, 1 , 1

1 1
, 1 , 1

1 1(1 ) 1 ( ) 1 1
2 2
1 1( ) .
2 2

n
n n

i j j i i j
i j

n n
n n n n

ij i j ij i j
i j i j

n n
n n n n

ij i j ij i j
i j i j

p q p q z w

b z z w w b z z w w

b z w b z w

α α α α

α α

α α

α α

α α α α

α α α α

=

− − − −
− − − −

= =

− −
= =

−

= − − + + + −

= − +

∑

∑ ∑

∑ ∑

 

比较 ( ) ( )n
j wα (1 1j n≤ ≤ − )的系数，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 ,1
0 1

1
2

n n
n n

i i i i i
i i

p q p q z b zα α α α αα α
= =

− =∑ ∑ ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1 , 1
0 1 1

1 1
2 2

n n n
n n n

i j j i i i j i i j i
i i i

p q p q z b z b zα α α α α αα α α− +
= = =

− = − +∑ ∑ ∑ 。 

由于 ( ) ( ){ }n
i zα 是基，再比较 ( ) ( )n

i zα 的系数，即得定理中(2)的证明。 
当基取 ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 ,0n i in

i z z z i nα −= + − ≤ ≤ ，类似可证下面的结论。 
定理 2.2：设线性空间 [ ]1n z+ 的基为 ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 ,0n i in

i z z z i nα −= + − ≤ ≤ ，多项式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0

0 ,
n n n n

n ni i
i n i i i i i

i i i i
p z p z p p z q z q z q zα αα α

= = = =

= ≠ = = =∑ ∑ ∑ ∑
 

是关于该基的表示式。那么由(1)式所确定的关于基 ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 ,0n i in
i z z z i nα −= + − ≤ ≤ 的广义 Bezout 矩

阵 ( ),B p qα 的元素 ijbα 可以通过下列公式计算： 

( )
( )
( )

1 0 0

, 1 1,

, 1

2 , 1 ,

2 , 1 , 1,

2 , 1 1.

i i i

i j i j j i i j

n j n j j n

b p q p q i n

b p q p q b i j n

b p q p q j n

α α α α α

α α α α α α

α α α α α

+ +

+

= − − ≤ ≤

= − − + ≤ ≤ −

= − − ≤ ≤ −

                       (4) 

该计算公式的计算量为 ( )2nο 。 
如果把定理 2.1 和 2.2 中的计算公式写成矩阵乘积的形式，得到下面关于 Bezout 矩阵的三角分解公

式。 
推论 2.3：设条件如定理 2.1，则关于基 ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 ,0n i in

i z z z i nα −= − + ≤ ≤ 的广义 Bezout 矩阵的三

角分解公式为 

( )
0 1 2 0 1 2

1 0 2 1 0 2

1 1 0 1 1 0

0 0 0 0
0 0 0

, 2 .
0 0

0 0 0 0

n n

n n

n n n n

q p p p p q q q
q q p p p p q q

B p q

q q q p p p p q

α

α α α α α α α α

α α α α α α α α

α α α α α α α α
− −

        
        
        = −        
                        

   

    

             

   

 

推论 2.4：设条件如定理 2.2，则关于基 ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 ,0n i in
i z z z i nα −= + − ≤ ≤ 的广义 Bezout 矩阵的三

角分解公式为 

( )
0 1 2 0 1 2

1 0 2 1 0 2

1 1 0 1 1 0

0 0 0 0
0 0 0

, 2 .
0 0

0 0 0 0

n n

n n

n n n n

p q q q q p p p
p p q q q q p p

B p q

p p p q q q q p

α

α α α α α α α α

α α α α α α α α

α α α α α α α α
− −

        
        
        = −        
                        

   

    

             

   
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下面我们来考虑一对多项式关于不同基的广义 Bezout 矩阵之间的联系。为了区别起见，记基分别为 
( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 ,0n i in

i z z z i nα −= − + ≤ ≤ ,  ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 ,0
n n i i

i z z z i nα −= + − ≤ ≤ 。则基 ( ) ( ){ }n
i zα 的第 1i − 项多项 

式为 ( ) ( )1 1n i iz z−− + ，此项恰为另一个基 

( ) ( ){ }n
i zα 的第 ( )1n i− − 项多项式 ( ) ( ) ( )( )1 1 0n n i n iz z i n− − −+ − ≤ ≤ 。

因此，就同一对多项式  

( ) ( ) ( ) 



( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 



( ) ( )
0 0 0 0

,
n n n nn nn n

i ii i n i i i n i
i i i i

p z p z p z q z q z q zα α α αα α α α− −
= = = =

= = = =∑ ∑ ∑ ∑  

而言，根据(1)，由它们生成的广义 Bezout 矩阵 ( ) ( ), ijB p q bα
α= 与



( ) ( ), ijB p q bα

α
=  的二元函数是相同的，

即为
( ) ( ) ( ) ( )p q p qλ µ µ λ

λ µ
−
−

。于是 

( )  ( )

 ( )  ( )   ( )

( 1)( 1) ( 1) ( 1)
( 1) ( 1)1 1 ( 1) ( 1)

1 1 1 1

1 1 1 1( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
1 1 1 , 11 , 1

( ) ( )

( ) .

n n n n nn n n
n ii ij j ij n j

i j i j

n n n n
k l k k l ln k n l

k n l n k n l n

b b

b b

α α

αα

α λ α µ α λ α µ

α λ α µ α λ α µ

−− − −
− − −− − − − −

= = = =

− − − −
− − − −+ − + −

= = = =

=

= =

∑∑ ∑∑

∑∑ ∑∑ 

  

由于  ( ){ }( 1)
1 ,1

n
k k nα λ
−
− ≤ ≤ 是基，那么 Bezout 矩阵 ( ) ( ), ijB p q bα

α= 与


( ) ( ), ijB p q bα

α
=  元素之间的联系

为 

( ), 1 , 1 1 ,k l n k n lb b k l n
α α

+ − + −= ≤ ≤ 。 

例 2.1：取线性空间 [ ]4 z 的基为 ( ) ( ) ( ) ( ){ }33 1 1 ,0 3i i
i z z z iα −= − + ≤ ≤ ,令 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 33 2
0 1 2 3

15 5 3 15 7 2 ,
8 8 8 8

p z z z z z z z zα α α α= − + − = − − + +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 33 2
0 1 2 3

9 9 11 32 2 4
8 8 8 8

q z z z z z z z zα α α α= − + − = − − − − . 

则按定义(1)计算，由 ( ) ( ),p qλ λ 生成的关于基 ( ) ( ){ }3
i zα 的广义 Bezout 矩阵是 

( )

45 276
16 16

17 3, 6
4 4

27 3 1
16 4 16

B p qα

− − − 
 

− − = − 
 − − − 
  

. 

另一方面， 0 1 2 3
15 5 3 1, , , ,
8 8 8 8

p p p pα α α α= − = − = = 0 1 2 3
9 9 11 3, , ,
8 8 8 8

q q q qα α α α= − = − = − = − 。按推论 2.3 的三角

分解式为 

9/8 0 0 5/8 3/8 1/8 15/8 0 0 9/8 11/8 3/8
2 9/8 9/8 0 3/8 1/8 0 5/8 15/8 0 11/8 3/8 0

11/8 9/8 9/8 1/8 0 0 3/8 5/8 15/8 3/8 0 0

45 276
16 16

17 36
4 4

27 3 1
16 4 16

 − − − − − −        
        − − − − − − −        
        − − − − − −        
− − −


− −= −
− − −



.







 
 
 
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此矩阵与按定义计算所得的广义 Bezout 矩阵 ( ),B p qα 完全一致。 
例 2.2：取线性空间 [ ]1n z+ 的基为 ( ) ( ) ( ) ( ){ }33 1 1 ,0 3i i

i z z z iα −= − + ≤ ≤ ，多项式 ( ) ( ),p z q z 如前。关

于基 ( ) ( ) ( ) ( ){ }33 1 1 ,0 3i i
i z z z iα −= − + ≤ ≤ 的表达式为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 33 2
0 1 2 3

1 3 5 155 7 2 ,
8 8 8 8

p z z z z z z z zα α α α= − + − = + − −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 33 2
0 1 2 3

3 11 9 92 2 4
8 8 8 8

q z z z z z z z zα α α α= − + − = − − − − . 

则 ( ) ( ),p z q z 生成的关于基 ( ) ( ){ }3
i zα 的广义 Bezout 矩阵按定义(1)计算是 

( )

1 3 27
16 4 16

3 17, 6
4 4
27 456

16 16

B p qα

− − − 
 
 
− − = − 

 − − −
  

. 

它与按下面三角分解式计算所得的值完全一致 

1/8 0 0 11/8 9/8 9/8 3/8 0 0 3/8 5/8 15/8
2 3/8 1/8 0 9/8 9/8 0 11/8 3/8 0 5/8 15/8 0 .

5/8 3/8 1/8 9/8 0 0 9/8 11/8 3/8 15/8 0 0

 − − − − − −        
        − − − − − − −        
        − − − − − −        
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