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Abstract 
In view of the increasingly complex and changeful insurance business situation, a sparse process 
was established considering interference and lower limit for the bankruptcy of the proportional 
reinsurance risk model, and at the same time, the dividend payment was introduced to make the 
model reflect the operation mode of the insurance company more practically. 
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摘  要 

本文针对目前日益复杂多变的保险业务情况，建立了一种在稀疏过程下考虑干扰和破产下限的比例再保
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险风险模型，同时引入了红利支付，试着使模型能更实际的反映保险公司的运营模式。 
 
关键词 

破产概率，稀疏过程，比例再保险，红利 

 
 

1. 引言 

经典风险模型的研究已经取得了大量的成果，但在实际问题研究中由于存在着许多干扰因素，使模

型的应用不是很理想.在文献[1]中，将经典模型推广得到一带稀疏过程的风险模型。保险公司在收取保费

的同时也伴随着一定的风险，再保险是有效的分散风险的一个途径，文献[2] [3]从变破产下限、干扰、随

机利率和比例再保险等方面将其进行了推广，文献[4]加入了支付红利因素。本文在此基础上考虑了多因

素模型的建立，给出了模型的破产概率的 Lundberg 不等式与最终破产概率的一般表达式。 

2. 模型的建立和符号 
在完备的概率空间 ( ), ,F PΩ 上，考虑了保险公司向投保人支付红利的盈余过程可以表示成 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
1

1 1
N t

i
i

U t u c d M t X t f tβ β σω
=

= + − − − − + −   ∑  

对此模型我们做如下假设： 
1) 0u > 为初始财富值(即初始准备金)； 0c > 为每张保单的平均保费到达率；β 为再保险比例系数，

0 1β< < ； d 为保险公司向投保人支付的红利， ( )0 d c<  ；σ 为扰动系数， ( )tω 为标准的维纳过程；

( )f t 为破产下限，这里假设 ( )f t a bt= + ， ( )( )( )0, 0, 1a b c d bβ> > − −  。 
2) 比例再保险通常有下列表示 

IX ：表示原保险公司自留保险； Xα ：表示再保险公司分出风险； 

X ：表示原保险公司责任风险； β ：比例再保险系数。 
则 ( )1IX Xβ= − ⋅ ， X Xα β= ⋅ 。 
3) ( )M t 为保险公司在时刻 t 为止售出的保单总数； ( )N t 为保险公司到时刻 t 为止理赔的保单总数；

假设 ( ){ }, 0M t t ≥ 是参数为 λ 的齐次 Possion 过程， ( ){ }, 0N t t ≥ 是 ( ){ }, 0M t t ≥ 的 -p 稀疏过程，其中

0 1p< < ，不妨记 ( ){ }, 0N t t ≥ 这一过程为 ( ){ }, , 0M t p t ≥  
则有， 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
,

1
1 1

M t p

i
i

U t u c d M t X t f tβ β σω
=

= + − − − − + −   ∑  

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
,

1
1 1

M t P

i
i

S t c d M t X t f tβ β σω
=

= − − − − + −∑  

4) iX 表示第 i 次的索赔额，且 { }, 1, 2,iX i =  是非负独立同分布随机变量序列， ( )~iX F x ；

{ }, 1, 2,iX i =  的期望 ( )iE X µ= 。 

3. 主要引理 

引理 3.1：1) 盈利过程 ( ){ }, 0S t t ≥ 具有平稳独立增量性。 

2) ( ){ }, 0S t t ≥ 为保险公司在 [ ]0, t 内的利润，这里一般假设 ( ) 0E S t >   ，得到相对安全系数
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( )( )
( )

1
1

1
c d b

p
λ β

ρ
λ β µ
− − −

= −
−

。 

1) 证明：令 0 1 20 nt t t t< < < < < ， 
则 

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

1

1

1

,

1

,

1
1

1 1

, ,

1
1 1

1 1

1 1

1 , ,

, ,

n

n

n n

n n

M t p

n i
i

M t p

n i
i

n n n n

M t p M t p

n i n i
i i

S t S t

c d M t X t f t

c d M t X t f t

c d M t M t p c d M t M t p

c d M t p X c d M t p X

β β σω

β β σω

β

−

−

−

=

−
=

− −

−
= =

−

 
= − − − − + −    
 
 

− − − − − + −    
 

 = − − − − − − 


  
+ − − − − −  

  

∑

∑

∑

∑ ∑
  

      

 

注：由随机点过程的知识可知 ( ),N t p 与 ( )N t 一般是不独立的，但是 ( ),N t p 与 

( ),N t q 是一定相互独立的。 
所以， ( ) ( ),n nM t M t p− 、 ( ),nM t p 是相互独立的， 

而 ( ) ( )
( )

( )( )
( ), ,

1 1
,

n nM t p M t p

n i i
i i

c d M t p X c d X
= =

− − = − −∑ ∑  

所以 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )( )
( )

( )( )
( )

1

1

, ,

1
1 1

, ,

1 1

, ,

,

n n

n n

M t p M t p

n i n i
i i

M t p M t p

i i
i i

c d M t p X c d M t p X

c d X c d X

−

−

−
= =

= =

   
− − − − −      

   

= − − − − −

∑ ∑

∑ ∑
， 

又因为 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1 0 0

2 2 1 1

1 1

, ,

, ,

, ,n n n n

c d M t M t p c d M t M t p

c d M t M t p c d M t M t p

c d M t M t p c d M t M t p− −

 − − − − − 
 − − − − − 

 − − − − − 

，

，

，

 

( )( )
( )

( )( )
( )

( )( )
( )

( )( )
( )

( )( )
( )

( )( )
( )

01

2 1

1

,,

1 1

, ,

1 1

, ,

1 1

n n

M t pM t p

i i
i i

M t p M t p

i i
i i

M t p M t p

i i
i i

c d X c d X

c d X c d X

c d X c d X
−

= =

= =

= =

− − − − −

− − − − −

− − − − −

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

，

，

，

 

均相互独立， 
所以 ( ){ }, 0S t t ≥ 是独立增量过程。 
又因 
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( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

,

1

,

1

, ,

1 1

1 1

1 1

1 , ,

, ,

n

n

n n

n n

M t p

n i
i

M t p

n i
i

n n n n

M t p M t p

n i n i
i i

S t S t

c d M t X t f t

c d M t X t f t

c d M t M t p c d M t M t p

c d M t p X c d M t p X

β β σω

β β σω

β

+∆

=

=

+∆

= =

+ ∆ −

 
= − − + ∆ − − + −  
 
 

− − − − − + −  
 

 = − − + ∆ − + ∆ − − − 


   
+ − + ∆ − − − −      

   

∑

∑

∑ ∑

∑


 
 

 

因 0t∀ ≥ 均有 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), ,n n n nc d M t M t p c d M t M t p− + ∆ − + ∆ − − − 、 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ), ,

1 1
, ,

n nM t p M t p

n i n i
i i

c d M t p X c d M t p X
+∆

= =

    
− + ∆ − − − −            

∑ ∑
 

的分布都只依赖于 ∆ ,所以 ( ){ }, 0S t t ≥ 具有平稳增量性。 
综上可知，盈余过程 ( ){ }, 0S t t ≥ 具有平稳独立增量性。 

2) 
( ) ( )( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )( ) ( )( )
1

1 1

1 1 0

N t

i
i

E S t E c d M t X t f t

c d p b t a

β β σω

λ β λ β µ

=

 
= − − − − + −    

 
= − − − − − − >

∑
 

即 ( )( ) ( )( )1 1 0c d p b tλ β λ β µ− − − − − >  

( )( ) ( )1 1c d b pλ β λ β µ− − − > −  

令
( )( )

( )
1

1
1

c d b
p

λ β
ρ

λ β µ
− − −

= −
−

，则 ρ 为相对安全系数。 

注：数值 ρ 越大表示保险公司的运营稳定性越好，ρ 越小则表示保险公司之间的竞争越强。当 0ρ > ,
则 ( )S t → +∞ ( )t → +∞ 。 
引理 3.2：对于赔付盈余过程 ( ){ }, 0S t a t+ ≥ ，存在一函数

( )g r

( )g r ，使得 ( )( )( ) ( )( )exp expE r S t a tg r − + =   
证明：由于 ( ){ }, 0S t t ≥ 具有平稳独立增量，则 

( )( )( )

( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )
( )

( )( ) ( )( )

( )( )( ) ( )( )( )

,

1

,

1

2 2

exp

exp 1 1

exp 1 exp 1

exp exp

exp 1 exp 1 1 exp e
2

M t p

i
i

M t p

i
i

X

E r S t a

E r c d M t r X r t rf t ra

E r c d M t E r X

E r t E rf x ra

r tr c d t pt M r

β β σω

β β

σω

σβ λ λ β

=

=

 − + 
  

= − − − + − − + −  
   

  
 = − − − ⋅ −        
   ⋅ − ⋅ −   

 
= − − − ⋅ − − ⋅ ⋅ 

 

∑

∑

( )

( )( ) ( )( )
2 2

xp

exp 1 1 1
2X

rbt

r tr c d t pt M r rbtσβ λ λ β
 

= − − − + − − + + 
 

 

其中 ( )XM ⋅ 表示索赔额 X 的矩母函数，令 
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( ) ( )( ) ( )( )
2 2

1 1 1
2X
rg r r c d p M r rbσβ λ λ β= − − − + − − + + , 

则 ( )( )( ) ( )( )exp expE r S t a tg r − + =   
定义 3.1：方程 ( ) 0g r = 的非零正解记为 R ，称其为调节系数，相应地，方程 ( ) 0g r = 叫做调节系数

方程。 
引理 3.3：方程 ( ) 0g r = 有唯一正解 R 。 
证明：1) 当 0r = 时，可知 ( ) ( )( )0 0 1Xg p Mλ= − ， 
由矩母函数的定义可得： ( )0 1XM = ,所以有 ( )0 0g = 。 

2) ( ) ( )( ) ( )( )
2 2

1 1 1
2X
rg r r c d p M r rbσβ λ λ β= − − − + − − + +  

所以 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 21 1 e rXg r c d pE X r bββ λ λ β σ−′ = − − − + − + +  

( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )

0 1 1

1 1

g c d pE X b

c d p b

β λ λ β

β λ λ β µ

′ = − − − + − +

= − − − + − +
 

又因为 

( ) ( )( ) ( )( )1 1 0E S t c d p b t aλ β λ β µ= − − − − − − >    

( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 1 0 0E S t c d p b t g t aλ β λ β µ ′= − − − − + = − − >    

所以 ( )0 0g ′ <  
3) ( ) ( ) ( )( )2 12 21 e 0rXg r pE X βλ β σ−′′ = − + > ， 
4) 因为 t →∞时， ( )M t →∞， ( ),M t p →∞  

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( )( ) ( )

,

1
11

lim lim lim lim lim

1 1 0 0

M t p

i
i

t t t t t

Xu c d M tU t t f t
t t t t t

c d p b

ββ σω

β λ β λ µ

=

→∞ →∞ →∞ →∞ →∞

−+ − −  = − + −

= − − − − + − >

∑
. .a s  

即 ( )lim
t

U t
→∞

= +∞ . .a s  
所以，当 ( )0,r∈ +∞ 时， ( )g r 为严格向下凸函数，且 ( )0 0g = ， ( )g r → +∞，所以正解 R 存在且唯

一。 
引理 3.4：存在一个适当的自留比例系数 ( )1 β− 使得总收益最大。 
此处所采用的风险均值–方差度量原则(文献[5] [6])是在方差一定的原则下，研究了收益最大化下风

险最小的自留比例水平，为保险公司与再保险公司提供一定的依据。 
总收益的期望： 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( )( ) ( )( )

,

1
1 1

1 1

M t p

i
i

E U t E u c d M t X t f t

u a c d p b t

β β σω

λ β λ β µ

=

 
= + − − − − + −    

 
= − + − − − − −

∑
 

总收益的方差： 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( )

( )
( )

( ) ( )
( )

,

1

, ,
2 2

1 1

1 1

1 1

M t p

i
i

M t p M t p

i i
i i

Var U t Var u a c d M t X t bt

Var X Var t Var X

β β σω

β σω β σ

=

= =

 
= − + − − − − + −    

 
   

= − + = − +     
   

∑

∑ ∑
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目标是使得原保险公司风险最小、总收益最大，可知这是一个双目标规划问题。在此，可以先假设

保险公司的风险一定，即 ( )Var U t A=   ，求出收益最大化时的自留比例。此模型可以用 Lagrange 乘数

法来求解。Lagrange 函数： 

( )( ) ( ) ( )( )1 , 2L E U t Var U t Aβ η η− = − −        

令 ( )1 β− 是下面方程组的解： 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

,

1

,
2 2

1

4 1 0
1

2 1 0

M t p

i
i

M t p

i
i

L c d t p t Var X

L Var X A

λ λ µ η β
β

β σ
η

=

=

  ∂
= − − − − =  ∂ −  


  ∂ = − − + − =  ∂    

∑

∑
 

由上可解得 ( ) ( )

2

,

1

1
M t p

i
i

A

Var X

σβ

=

−
− =

 
 
 
∑

，即固定风险大小为 ( )Var U t A=   时，存在一个适当的自留比

例系数 ( )1 β− 使得总收益最大。 

4. 主要结果 

定义 4.1：破产时刻 ( ){ }min 0uT t U t= < ；破产概率 ( ) { }uu P TΨ = < ∞ . 

定理 4.1： ( )
( ){ }

( ){ }
exp

expu

r u a S t
M t

E tg r

− + +  =
  

为 tF 鞅,其中， { }: 0s
t tF F t= ≥ . 

证明：对 w t∀ ≤ ， 

( )
( ){ }

( )

( ){ }
( )

( ) ( ){ }
( ) ( )

( )
( ) ( ){ }

( ) ( )
( )

exp

exp

exp exp

exp exp

exp

exp

s s
u w w

s
w

s
u w u

r u a S t
E M t F E F

tg r

r u a S w r S t S w
E F

wg r t w g r

r S t S w
M w E F M w

t w g r

 − + +     =      
 − + + − −       = ⋅

−        
 − −   = ⋅ =

−    

 

定理 4.2：最终破产概率满足 Lundberg 不等式，即 ( ) ( )e r u au − −Ψ ≤ 。 
证明：令 u aα = − ，由于 uT 是破产时刻，可知 uT 为 { }: 0s

t tF F t= ≥ 是一停时，设 0t < ∞为一常数，

则 0 ut T∧ 为一有界停时，由引理和停时定理可得： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

exp 0 u

u u u u u u

u u u u u u

r M E M t T

E M t T T t P T t E M t T T t P T t

E M t T T t P T t E M T T t P T t

α α

α α

α α

α  − = = ∧ 
   = ∧ ≤ ⋅ ≤ + ∧ > ⋅ >   
   ≥ ∧ ≤ ⋅ ≤ = ≤ ⋅ ≤   

          (1) 

从而 

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )
0

0
00 0

exp exp
exp sup exp

expu
t tu u u u

r r
P T t r tg r

E M T T t E T g r T tα

α α
α

≤ ≤

− −
≤ ≤ ≤ ≤ − ⋅      ≤ − ≤       
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取 ( ){ }
0

sup : 0
t

R r g r
≥

= ≤ 可得 ( ) 0g R = ，所以 ( ) ( ) ( )
0 e r u a

uu P T t − −Ψ = ≤ ≤  
定理 4.3：在风险模型 ( ){ }, 0U t t ≥ 下，最终破产概率为 

( )
( )

( )( )
e

exp

R u a

u u

u
E R U T T

− −

Ψ =
 − ⋅ < ∞ 

 

其中， R 为调节系数。 
证明：在定理 4.2 的(1)式中，取 r R= ，令 u aα = − ，则 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )0 0

0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

e exp

e e

R u a
u

u u u u u u

RU t RU t
u u u u

r E M t T

E M t T T t P T t E M t T T t P T t

E T t P T t E T t P T t

α

α α

α− −

− −

 = − = ∧ 
   = ∧ ≤ ⋅ ≤ + ∧ > ⋅ >   
   = ≤ ⋅ ≤ + > ⋅ >   

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0
0 0 0 00 e e e 0RU t RU t RU t

u u uE T t P T t E I T t E I U t− − −     ≤ > ⋅ > = ⋅ > ≤ ⋅ >       

因为 ( ) ( )( )0
00 e 0 1RU t I U t−≤ ⋅ > ≤ ，由强大数定律可知，当 0t → +∞，有 

( )0U t → +∞， _ . .p a s  

又由控制收敛定理得： 
( ) ( )0

0
0 0lim e 0RU t

u ut
E T t P T t−

→+∞
 > ⋅ > =  ， _ . .p a s  

因此， 
( ) ( ) ( )0

0 0e e RU tR u a
u uE T t P T t−− −  = ≤ ⋅ ≤                           (2) 

上式(2)中，两端分别令 0t → +∞，即得 

( ) { }
( )

( )( )
e=

exp

R u a

u
u u

u P T
E R U T T

− −

Ψ = < ∞
 − ⋅ < ∞ 

. 
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