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Abstract 
In this paper, we introduce the concept of K-dual. We investigate the K-duals that are optimal for 
erasures for Parseval K-frames in finite Hilbert spaces. We will give the necessary and sufficient 
conditions under which the canonical K-dual is the unique optimal K-duals for erasures. We also 
discuss some special conditions under which the canonical K-dual is not the optimal K-dual or op-
timal K-dual but not the unique one. 
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摘  要 

本文引入K-对偶的概念，对有限维Hilbert空间的Parseval K-框架，利用K-对偶来研究在丢失意义下的最
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佳 K-对偶。本文讨论了Parseval K-框架的典则K-对偶是唯一最佳K-对偶的充分必要条件。并讨论了在

某些特殊条件下典则K-对偶不是最佳K-对偶或者不是唯一的最佳K-对偶。 
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1. 引言 

近些年来研究者从编码学的角度对框架进行研究[1]-[3]，试图找到最好的紧框架。从而引发了寻求在

丢失意义下最佳框架的研究。通常要在编码之前选择最佳框架，使得在发生信号(系数坐标)丢失后，用最

佳框架重构的信号(向量)与原始信号(向量)之间的误差达到最小。然后用这些最佳框架进行编码和解码。

众所周知，一致紧框架对 1-丢失而言是最佳紧框架，而等角框架是 2-丢失最佳框架[3]。由于这种重构思

想带有一定的局限性，只能选择有自对偶性质的 Parseval 框架进行重构。而实际应用中，可能要求编码

框架和解码框架不同。在[4] [5]中，对已选择地编码框架(不一定是紧的)，如果在传输过程中一些系数坐

标发生丢失，则选择其对偶框架进行重构，使得重构信号与原始信号误差最小。这类框架称为对丢失而

言的最佳对偶框架。 
2012 年，Gǎvruta 在研究关于有界线性算子的原子分解时引入并研究了一种比经典框架[6] [7]更一般

的概念,即 K -框架[8]。之后，文献[9] [10]对这一类新的框架也进行了研究，讨论了紧 K -框架以及 K -框
架的扰动等问题。把框架研究的范围限制在了子空间 K 的值域 ( )R K 上。本文将介绍 K -对偶的概念，在

有限维 Hilbert 空间上，把用对偶框架重构信号的思想用在 K -框架上，利用 K -对偶来重构 ( )R K 上的信

号“ Kf ”而不是整个空间上的的信号“ f ”。通过 Parseval K -框架的典则对偶研究使得 Parseval K -
框架存在丢失意义下唯一最佳 K -对偶的条件。 

本文采用如下记号：H 表示可分 Hilbert 空间， I 表示 H 上的恒等算子。 ( )1 2,B H H 表示 1H 到 2H 的

有界线性算子的集合。特别地， ( )B H 表示从 H 到 H 的有界线性算子的集合。对任意的 ( )1 2,T B H H∈ ，

( )R K 或 TR 表示算子T 的值域， ( )N T 或 TN 表示T 的核， *T 表示T 的共轭算子。 

2. 预备知识 

本节将介绍 K -框架， K -对偶的基本概念和最佳 K -对偶的研究方案。 
定义 2.1 [8]-[10]设 ( )K B H∈ ，序列{ } 1i i

f H∞

=
⊆ 称为 H 的 K -框架，如果存在常数 , 0A B > 使得 

2 2 2*

1
, , ,i

i
A K f f f B f f H

∞

=

≤ ≤ ∀ ∈∑                          (2.1) 

,A B 分别称为框架{ } 1i i
f ∞

=
的下界，上界。特别地，如果 

2 2*

1
, , ,i

i
A K f f f f H

∞

=

= ∀ ∈∑  

则称{ } 1i i
f ∞

=
为 H 的紧 K -框架。如果在上式中 1A = ，则称相应的紧 K -框架{ } 1i i

f ∞

=
为 H 的 Parseval K

-框架。 
下面是 K -框架的几个等价条件。 
引理 2.1 [8] 设 ( )K B H∈ ，序列{ } 1i i

f H∞

=
⊆ ，则下列叙述是等价的： 

1) { } 1i i
f ∞

=
是 H 的一个 K -框架； 
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2) { } 1i i
f ∞

=
是 Bessel 序列，且存在 Bessel 序列{ } 1i i

g H∞

=
⊆ ，使得 

1
, , .i i

i
Kf f g f f H

∞

=

= ∀ ∈∑                                (2.2) 

设 ,X Y 是 Banach 空间， ( ),Q B X Y∈ 是闭值域的。若QQ Q Q+ = ，则称Q+ 为Q 的伪逆。特别地，

( ),QQ f Qf f R Q+ = ∀ ∈ 。一般来说Q 的伪逆是不唯一的，下面是Q 的伪逆唯一的充要条件。 
引理 2.2 [11] 设 ( )1 2,Q B H H∈ ，且Q 是闭值域的，则Q 的伪逆Q+ 唯一存在的充分必要条件是： 
1) QQ

N R+
⊥= ; 

2) QQ
R N+

⊥= ; 
3) , QQQ f f f R+ = ∀ ∈ . 
定义 2.2 满足引理 2.1(2.2)式的 Bessel 序列 { } 1i i

g H∞

=
⊆ 称为 K -框架 { } 1i i

f ∞

=
的 K -对偶。{ } 1i i

f ∞

=
是

{ } 1i i
g ∞

=
的 *K 对偶。 

称(2.2)式为 K -框架的重构公式。特别地，若 ( )K B H∈ 是闭值域的，并且{ } 1i i
f ∞

=
是 Parseval K -框架，

{ }
1i i

K f
∞+

=
满足(2.2)式，称{ }

1i i
K f

∞+

=
为 Parseval K -框架{ } 1i i

f ∞

=
的典则 K -对偶。 

在编码理论中，可以用框架 { } 1

k
i i

F f
=

= 通过其分析算子 Fθ 将 H 上的向量 (信号 ) f 编码为

{ } 1
,

k
F i i

f f fθ
=

= ，然后传送给接收者，再由接收者来解码而后重构信号 f 。在最后的解码过程中需要用

到其对偶框架。但是在传输过程中，可能会丢失编码信息 F fθ 中的系数。由于框架有冗余的性质，可以

用剩余的系数来重构原始信号 f 。但是由于丢失系数的位置不确定，重构工作可能有些复杂，这时可用

最佳逼近的思想用典则对偶框架去重构原始信号。 
一般的 K -框架 { } 1

k
i i

F f
=

= ，由引理 2.1(2.2)式得 *
F GK θ θ= ，其中 Fθ ， Gθ 分别为 { } 1

k
i i

F f
=

= ， { } 1

k
i i

G g
=

=

的分析算子。从而可以利用 K -对偶去重构原始信号“ Kf ”。在丢失一部分系数后用接收到的系数去重

构原始信号。假设接收到的系数是 GEθ ，其中 E 是对角线为 m个 0 和 k m− 个 1 的 k k× 矩阵， m个 0 的

位置与丢失系数的位置相应.这样重构后的信号 *
F GE fθ θ 与原始信号 *

F GKf fθ θ= 的误差为 

( )* * * * * ,F G F G F G F G F GKf E f f E f I E f D fθ θ θ θ θ θ θ θ θ θ− = − = − =  

其中 D 是对角线为 m 个 1 和 k m− 个 0 的 k k× 矩阵，m 个 1 的位置与丢失系数的位置相应。用 *
F GDθ θ

表示丢失 m个系数的误差算子。这样只要使得某种意义下的误差最小，就使得重构后的信号与原始信号

最接近。 
设 { } 1

k
i i

F f
=

= 是 K -框架，定义 

( ) { }*, max :m F m G md F G D D Dθ θ= ∈ ， 

其中 mD 是所有对角线为 m个 1 和 k m− 个 0 的 k k× 矩阵的集合。 
若 ( ) ( ){ }1 1, min : -,d F G d F Z Z KF= 是 的 对偶 ，则称G 是 F 的 1-丢失最佳 K -对偶。 
若G 是 F 的 1m − -丢失最佳 K -对偶，且 ( ) ( ){ }, min , -:m md F G d F Z Z KF= 是 的 对偶 ，则称G 是 F 的m

-丢失最佳 K -对偶。 

由于 Parseval K -框架存在特殊的 K -对偶(典则 K -对偶)，即
1

,
k

i i
i

Kf f K f f+

=

= ∑ ，可以用典则 K -对

偶来重构原始信号。本文主要讨论 Parseval K -框架的最佳 K -对偶。 
Parseval K -框架的所有 K -对偶可用典则 K -对偶来构造，即 { }

1

k

i i i
K f u+

=
+ ，其中 { } 1

k
i i

U u
=

= 是与

{ } 1

k
i i

F f
=

= 正交的 Bessel 序列。用 FN 表示所有与 { } 1

k
i i

F f
=

= 正交的 Bessel 序列 { } 1

k
i i

U u
=

= 的集合，即
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* 0U Fθ θ = 。则 F 的 m -丢失最佳 K -对偶的形式为： 

( ){ }
{ }{ }
{ }{ }

*

* *

min , :

min max : :

min max : :

m F

F m FK F U

F F U F m F

d F K F U U N

D D D U N

K D D D D U N

θ θ

θ θ θ θ

+

+

+

+

+ ∈

= ∈ ∈

= + ∈ ∈

 

下面先说明这样定义的最佳 K -对偶的存在性。 
任意 ,f g H∈ ，用 f g⊗ 表示秩-1 算子，即 ( )( ) , ,f g v v g f v H⊗ = ∀ ∈ 。从而有 

( )( )
1 1

sup sup , .
v v

f g f g v v g f g f
= =

⊗ = ⊗ = ⋅ = ⋅  

令 { } 11
,

k

i i i
G K f u D D+

=
= + ∈ ，则 

( )* , 1, ,G F i i i i i iD K f u f K f u f i kθ θ + += + ⊗ = + ⋅ =  . 

再定义 ( ) ( ) *
1 , max max , 1, ,G F i i iF U d F G D K f u f i kθ θ += = = + ⋅ =  。显然 ( )F U 连续，其中U 可

以看成 ( )kH H H= ⊕ ⊕ 上的向量，从而限制在 FN 有界子集上最小值存在。 
从而将 ( )F U 最小化是可以做到的，即 1-丢失最佳 K -对偶是存在的。进而 m -丢失最佳 K -对偶也存

在.而且所有 m -丢失最佳 K -对偶组成 ( )kH 的一个凸，闭，有界子集。 

3. 主要结论 

本节主要介绍 Parseval K -框架的典则 K -对偶是唯一最佳 K -对偶的充分必要条件。并讨论了典则 K
-对偶不是最佳 K -对偶或者不是唯一的最佳 K -对偶的充分条件。 

下面将说明在一定条件下，Parseval K -框架的典则 K -对偶是唯一的 1-丢失最佳 K -对偶，进而是 m -
丢失最佳 K -对偶。 

定理 3.1 设 1{ }k
i iF f == 是 Parseval K -框架，若满足条件 , 1, ,i iK f f c i k+ ⋅ = =  ，其中 c为常数，则

F 的典则 K -对偶是唯一的 1-丢失最佳 K -对偶。 
证明 设 { }

1

k

i i i
G K f u+

=
= + 是 F 的 1-丢失最佳 K -对偶，其中 { } 1

k
i i

U u
=

= 是与 { } 1

k
i i

F f
=

= 正交的 Bessel
序列，则 max maxi i i i ii i

K f u f K f f c+ ++ ⋅ ≤ ⋅ = ，从而 

max , 1, ,

, , 1, ,

, 1, , .

, 1, ,

i i i j ji

i i i j j

i i i

i i i i i

K f u f K f f j k

K f u f K f f i j k

K f u K f i k

K f u f K f f i k

+ +

+ +

+ +

+ +

+ ⋅ ≤ ⋅ ∀ =

+ ⋅ ≤ ⋅ ∀ =

+ ≤ ∀ =

+ ⋅ ≤ ⋅ ∀ =









 

又
2 2 2 2 Re , , 1, ,i i i i i iK f u K f u K f u i k+ + ++ = + + ∀ =  ，进而 

2 22 2 Re , 0i i i i i iu K f u K f u K f+ + ++ = + − ≤ 。 

故
2

1 1
2Re , 0

k k

i i i
i i

u K f u+

= =

+ ≤∑ ∑ 。即 

2

1
0

k

i
i

u
=

≤∑ ， 0iu = . □ 

推论 3.1 设 { } 1

k
i i

F f
=

= 是等范数 Parseval K -框架，若满足条件 , 1, ,iK f c i k+ = =  ，其中 
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( )( )**
F Ftr K K

c
k

θ θ+ +

= ， 

Fθ 是 F 的分析算子。则 F 的典则 K -对偶{ }
1

k

i i
K f+

=
是唯一的 1-丢失最佳 K -对偶。 

设G 是一个群， ( )( ): G B Hπ   是一个同构映射，其中 ( )( )B H 表示 H 上酉算子构成的群。若

( ){ }:g g Gπ ξ ∈ 是 H 上的 K -框架，则称为群表示 K -框架，其中 Hξ ∈ 。用 ( )Gπ ′表示与 ( )Gπ 可交换的

有界线性算子的集合。 
推论 3.2 设 ( ){ }:g g Gπ ξ ∈ 是 Parseval K -框架，若满足条件 ( ) ,K g c g Gπ ξ+ = ∈ ，其中 Hξ ∈ 。则

( ){ }:g g Gπ ξ ∈ 的典则 K -对偶 ( ){ }:K g g Gπ ξ+ ∈ 是唯一的 1-丢失最佳 K -对偶。 
引理 3.1 设 ( ) ( ),K G R K Mπ ′∈ = 是 ( )Gπ 的不变子空间， ( )N K N= 也是 ( )Gπ 的不变子空间，则

( ) ( ) ,g K K g g Gπ π+ += ∈ 。 
证明 设任意的 1 2,f H f f f∈ = + ，其中 ( ) ( )1 2,f R K f R K ⊥∈ ∈ 。由 ( )K Gπ ′∈ 得 

( ) ( )* *
1 1,K g f g K f g Gπ π= ∀ ∈ ， 

则 ( ) ( ) ( ) ( )* * * *
1 1K K g f K g K fπ π

+ +
= 。由 ( ) 1g f Mπ ∈ 得 ( ) ( ) ( )* *

1 1g f K g K fπ π
+

= 。令 *
1 1K f g N ⊥= ∈ ，

则 

( )( ) ( ) ( )* *
1 1g K g K g gπ π

+ +
= . 

又 KN N= 也是 ( )Gπ 的不变子空间，则 

( )( ) ( ) ( )* *
2 2 20, Kg K g K g g g Nπ π

+ +
= = ∀ ∈ . 

从而 ( )( ) ( ) ( )* * ,g K g K g g g Hπ π
+ +

′ ′ ′= ∀ ∈ ，即 

( )( ) ( ) ( )* *g K K gπ π
+ +
= ， 

进而 

( ) ( )g K K gπ π+ += .□ 

推论 3.3 设 ( ){ }:g g Gπ ξ ∈ 是 Parseval K -框架，若满足条件 ( )K Gπ ′∈ ， ( )R K M= 是 ( )Gπ 的不变

子空间， KN N= 也是 ( )Gπ 的不变子空间，则 ( ){ }:K g g Gπ ξ+ ∈ 是唯一的 1-丢失最佳 K -对偶。 
设序列 { } 1

k
i i

F f H
=

= ⊆ ，若 1 2 mM M M+ + + 是直和，即 { }0 ,i jM M i j= ≠ ，其中 

{ }j i jM span f i I= ∈ ，则称 { }
1

1, ,
m

j
j

I k
=

= 



是{ }1, , k 的 F -线性无关分解。 

下面是比定理 3.1 更一般的情况。 

定理 3.2 设 { } 1

k
i i

F f
=

= 是 Parseval K -框架， { }
1

1, ,
m

j
j

I k
=

= 



是 { }1, , k 的 F -线性无关分解，

,i i j jK f f c i I+ ⋅ = ∈ ，则 

1) { }
1

k

i i
K f+

=
是 1-丢失最佳 K -对偶； 

2) 设 1 1 2 1m m l l lc c c c c c− − −= = = > ≥ ≥ ≥  ，则 { } 1

k
i i

F f
=

= 存在唯一的 1-丢失最佳 K -对偶的充分必要

是{ } 1

1

l
j

j
i i I

f −

=
∈


是线性无关的。 

证明 1) 设{ } { }1 1

kk
i i ii i

g K f u+
= =
= + 是 { } 1

k
i i

F f
=

= 的 1-丢失最佳 K -对偶，其中
1

, 0
k

i i
i

f u f
=

=∑ ，即 
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1

, , 0,
m

i i i i
i I i I

f u f f u f f H
∈ ∈

+ + = ∀ ∈∑ ∑ . 

由 { }
1

1, ,
m

j
j

I k
=

= 



是 { }1, , k 的 F - 线 性 无 关 分 解 得 ， , 0, 1, ,
j

i i
i I

f u f j m
∈

= =∑  。 令

{ }0
max :1j jc c j m= ≤ ≤ ，则由{ } { }1 1

kk
iii i i

g K f u+
= =
= + 是 { } 1

k
i i

F f
=

= 的 1-丢失最佳 K -对偶得对任意
0j

i I∈ ，

0i i j i ig f c K f f+⋅ ≤ = ⋅ ，即 i ig K f+≤ 。从而由定理 3.1 证明过程得
0

0,i ju i I= ∀ ∈ ，则 

{ } { }0
max , 1, , max , 1, , .i i j i ig f i k c K f f i k+⋅ ∀ = = = ⋅ ∀ =   

得{ }
1

k

i i
K f+

=
是 1-丢失最佳 K -对偶，但不是唯一的最佳 K -对偶。 

2) 设 { } { }1 1

kk
i i ii i

g K f u+
= =
= + 是 { } 1

k
i i

F f
=

= 的 1- 丢 失 最 佳 K - 对 偶 ， 由 (1) 可 知 ，

1, 0,i i i l l mg K f u i I I I+
+= = ∀ ∈  。则 

1

1

1
, , 0,

l
j

j

k

i i i i
i

i I

f u f f u f f H
−

=

=
∈

= = ∀ ∈∑ ∑


. 

充分性。由{ } 1

1

l
j

j
i i I

f −

=
∈


是线性无关的得 , 0, 0, ,i i jf u u i I j l= = ∈ < 。从而 { } 1

k
i i

F f
=

= 存在唯一的 1-丢
失最佳 K -对偶。 

必要性。假设 { } 1

1

l
j

j
i i I

f −

=
∈


是线性相关的，则由
1

1

1
, , 0,

l
j

j

k

i i i i
i

i I

f u f f u f f H
−

=

=
∈

= = ∀ ∈∑ ∑


得， iu 不全为

0, ,ji I j l∈ < 。则{ } 1

k
i i

u
=
为非零序列，且

1
, 0, , 0

k

i i
i

f tu f f H t
=

= ∀ ∈ ≠∑ 。 

从而 { }
1

k

i i i
K f tu+

=
+ 是 F 的 K -对偶。又 { }

1
max , 1, , ,

l

i i m i i j
j

K f f c K f f i k i I+ +

=

⋅ ≤ = ⋅ = ∀ ∈



，则

存在 0δ > ，使得 t δ< 时，
1

,
l

i i i m j
j

K f tu f c i I+

=

+ ⋅ < ∀ ∈


，从而{ }
1

k

i i i
K f tu+

=
+ 是 F 的 1-丢失最佳 K -对

偶，与 F 的 1-丢失最佳 K -对偶是唯一的相矛盾。□ 
设 

{ }max , 1, ,i ic K f f i k+= ⋅ =  ， { }1 : i ii K f f c+Λ = ⋅ = ， { }2 11, , \kΛ = Λ 。 

{ }span : , 1, 2j i jH f i j= ∈Λ = . 

下面再给出典则 K -对偶是唯一的 1-丢失最佳 K -对偶的一个充要条件。 
定理 3.3 设 { } 1

k
i i

F f
=

= 是 Parseval K -框架，则下列是等价的： 
1) { }

1

k

i i
K f+

=
是唯一的 1-丢失最佳 K -对偶； 

2) { }1 2 0H H = 且{ }
2i i

f
∈Λ

是线性无关的。 
证明 (1)⇒(2)。假设{ }

2i i
f

∈Λ
是线性相关的，则任意 2i∈Λ ，存在不全为零的 iu H∈ 使得 

2

, 0,i i
i

f u f f H
∈Λ

= ∀ ∈∑ . 

令 10,iu i= ∈Λ 。则{ } 1

k
i i

u
=
是非零序列，{ }

1
, 0

k

i i i
K f tu t+

=
+ ≠ 是 { } 1

k
i i

F f
=

= 的 K -对偶，且 

21
, , 0,

k

i i i i
i i

f tu f f tu f f H
= ∈Λ

= = ∀ ∈∑ ∑ . 
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又 

1 2, , ,i i i i i i iK f tu f K f f c i K f f c i+ + ++ ⋅ = ⋅ = ∈Λ ⋅ < ∈Λ ， 

则存在 0δ > 使得 t δ< 时， 2,i i iK f tu f c i+ + ⋅ < ∀ ∈Λ 。从而 { }
1
, 0

k

i i i
K f tu t+

=
+ ≠ ，是 { } 1

k
i i

F f
=

= 的 1-
丢失最佳 K -对偶，与 F 的 1-丢失最佳 K -对偶是唯一的相矛盾。 

下证 1 2 0H H = 。 
假设 1 2 0H H ≠ ，则存在线性无关的集合{ }1 1, , ,

li i jf f i ∈Λ 和不全为零的数
1 1, , ,

li i jc c i ∈Λ ，使得

21
0

j j

l

i i i i
j i

c f c f
= ∈Λ

+ =∑ ∑ 。 

由{ }
1j

l

i
j

f
=
是线性无关的，则存在 h H∈ 使得 

, , 0, 1, ,
j j j ji i i iK f c h K c f h j l+ += < =  . 

事实上， ( )1H R K⊆ (否则， 0
jiK f+ = ， 1 2 0H H = 显然)。由{ }

1j

l

i
j

f
=
是线性无关的，从而{ }

1j

l

i
j

K f+

=

是线性无关的，则是 1K H+ 的一组基，从而存在对偶基{ }
1

1j

l

i
j

Hg K
=

+⊆ 使得 

, ,
m n m ni i mn i i mnK f g K f gδ δ+ += = ， 

其中 1, , 0,mn mnm n m nδ δ= = = ≠ 。只需令
1

j j

l

i i
j

h c g
=

= −∑ 即可。 

令 { }1 2, , ,i i lu c h i i i= ∈ Λ  ，且 { }1 10, \ ,i lu i i i= ∈Λ  。则任意 f H∈ ， 

{ } { } { }1 2 1 2 1 21 , , , , , ,
, , , , 0

l l l

k

i i i i i i i i
i i i i i i i i i i

f tu f f tu f c f th f f th c f
= ∈ Λ ∈ Λ ∈ Λ

= = = =∑ ∑ ∑ ∑
     

 

从而{ }
1

k

i i i
K f tu+

=
+ 是 F 的 K -对偶，其中 0t ≠ 。又 { }1 1, \ , ,i i i i i lK f tu f K f f c i i i+ ++ ⋅ = ⋅ = ∈Λ  。

存在 0δ > 使得 t δ< 时， 2,i i iK f tu f c i+ + ⋅ < ∈Λ ，且 

{ }
2 22 2 22 2

12 , , , ,i i i i i i i lK f tu f K f t K f tu t u f c i i i+ + + + ⋅ = + + < ∈  
 . 

则{ }
1

k

i i i
K f tu+

=
+ 是 F 的最佳 1-丢失最佳 K -对偶.与 F 的 1-丢失最佳 K -对偶是唯一的相矛盾。 

(2)⇒(1)。设{ }
1

k

i i i
K f u+

=
+ 是 { } 1

k
i i

F f
=

= 的 1-丢失最佳 K -对偶，其中
1

, 0,
k

i i
i

f u f f H
=

= ∀ ∈∑ ，即 

1 2

, , 0i i i i
i i

f u f f u f
∈Λ ∈Λ

+ =∑ ∑ . 

由 { }1 2 0H H = 知，
1

, 0i i
i

f u f
∈Λ

=∑ ，
2

, 0i i
i

f u f
∈Λ

=∑ 。再由{ }
2i i

f
∈Λ

是线性无关的得 2, 0,if u i= ∈Λ ，

即 20,iu i= ∈Λ 。设 , UK F
θ θ+ 分别为 { } { } 11

,
k k

i i ii
K f u+

==
的分析算子。由

1

, 0,i i
i

f u f f H
∈Λ

= ∀ ∈∑ ，可知

* * 0U F UK F
Kθ θ θ θ+

+= = 。从而 

( ) ( )
1

* *

1
, , 0

k

U U i i i iK F K F
i i

tr tr K f u K f uθ θ θ θ+ +
+ +

= ∈Λ

= = = =∑ ∑ . 

因 { }
1

k

i i i
K f u+

=
+ 是 { } 1

k
i i

F f
=

= 的 1-丢失最佳 K -对偶，则 1,i i i i iK f u f K f f c i+ ++ ⋅ ≤ ⋅ = ∈Λ ，即
2 2

1,i i iK f u K f i+ ++ ≤ ∈Λ 。从而 
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2 22
12Re , , .i i i i iK f u K f u K f i+ + ++ + ≤ ∈Λ  

进而，
1 1

2 2Re , 0i i i
i i

u K f u+

∈Λ ∈Λ

+ ≤∑ ∑ 。即 

10,iu i= ∈Λ . □ 

下面给出一个典则 K -对偶不是唯一的 1-丢失最佳 K -对偶的充分条件。 
定理 3.4 设 { } 1

k
i i

F f
=

= 是 Parseval K -框架， { }1 2 0H H = 且{ }
1i i

f
∈Λ

是线性无关的。则{ }
1

k

i i
K f+

=
是 1-

丢失最佳 K -对偶。特别地， { } 1

k
i i

F f
=

= 是线性相关的 Parseval K -框架时，{ }
1

k

i i
K f+

=
不是唯一的 1-丢失最

佳 K -对偶。 

证明 设{ }
1

k

i i i
K f u+

=
+ 是 { } 1

k
i i

F f
=

= 的 K -对偶，其中
1

, 0,
k

i i
i

f u f f H
=

= ∀ ∈∑ ，即 

1 2

, , 0i i i i
i i

f u f f u f
∈Λ ∈Λ

+ =∑ ∑ . 

由 { }1 2 0H H = 得
1

, 0i i
i

f u f
∈Λ

=∑ ，且
2

, 0i i
i

f u f
∈Λ

=∑ 。 

又{ }
1i i

f
∈Λ

是线性无关的，有 1, 0,if u i= ∈Λ ，即 10,iu i= ∈Λ 。则 

{ } { }
{ }
{ }

1

1

max : 1, , max :

max :

max : 1, ,

i i i i i i

i i

i i

K f u f i k K f u f i

K f f i

K f f i k

+ +

+

+

+ ⋅ = ≥ + ⋅ ∈Λ

= ⋅ ∈Λ

= ⋅ =





 

从而{ }
1

k

i i
K f+

=
是 1-丢失最佳 K -对偶。 

由于 K -框架的 K -对偶唯一的充要条件是 K -框架是线性无关的。从而当 { } 1

k
i i

F f
=

= 是线性相关的

Parseval K -框架时，{ }
1

k

i i
K f+

=
不是唯一的 K -对偶，则存在 K -对偶{ }

1

k

i i i
K f u+

=
+ ，当 2i∈Λ 时， iu 不全为

零 .由 10,iu i= ∈Λ 知，存在 0δ > 使得 t δ< 时， 2,i i iK x tu f c i+ + ⋅ < ∈Λ 。从而 { }
1

k

i i i
K f tu+

=
+ 是

{ } 1

k
i i

F f
=

= 的 1-丢失最佳 K -对偶。□ 
下面将说明在一定条件下，典则 K -对偶不是 1-丢失最佳 K -对偶。 

定理 3.5 设 { } 1

k
i i

F f
=

= 是 Parseval K -框架，{ }
1i i

f
∈Λ

是线性无关的，存在{ } 1

k
i i

c
=
使得

1
0

k

i i
i

c f
=

=∑ ，且

0ic ≠ ， 1i∈Λ 。则{ }
1

k

i i
K f+

=
不是 { } 1

k
i i

F f
=

= 的 1-丢失最佳 K -对偶。 

证明 因{ }
1i i

f
∈Λ

是线性无关的，则由定理 3.3 证明过程可得，存在 h H∈ 使得 

1, , 0,i i i iK f c h K c f h i+ += < ∈Λ 。 

令 , 1, ,i iu c h i k= =  ，则任意 f H∈ 有 

1 1 1
, , , 0

k k k

i i i i i i
i i i

f tu f c f th f f th c f
= = =

= = =∑ ∑ ∑ ， 

其中 0t ≠ 。从而{ }
1

k

i i i
K f tu+

=
+ 是 { } 1

k
i i

F f
=

= 的 K -对偶。从而存在 0δ > 使得 t δ< 时， 

2,i i iK f tu f c i+ + ⋅ < ∈Λ 。 

且 
2 2 2 22 2 2

12Re , ,i i i i i i iiK x tu f K f K f tu t u f c i+ + + 
+ ⋅ = + <

+ ∈Λ


。 
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即 { }
1

max
k

i i i i
K f tu f c+

=
+ ⋅ < 。 

故{ }
1

k

i i
K f+

=
不是 { } 1

k
i i

F f
=

= 的 1-丢失最佳 K -对偶。□ 
推论 3.4 设 { } 1

k
i i

F f
=

= 是 Parseval K -框架， { }1 2 0H H ≠ 且{ }
2i i

f
∈Λ

是线性无关的， 1i∈Λ 只有一个

元素。则{ }
1

k

i i
K f+

=
不是 { } 1

k
i i

F f
=

= 的 1-丢失最佳 K -对偶。 
证明 设 { }1 1Λ = 。由 { }1 2 0H H ≠ 得{ } 1

k
i i

f
=
是线性相关的，即存在非零序列{ } 1

k
i i

c
=
使得 

2

1 1 0i i
i

c f c f
∈Λ

+ =∑ 。 

又{ }
2i i

f
∈Λ

是线性无关的，则 1 0c ≠ 。由定理 3.5 得{ }
1

k

i i
K f+

=
不是 { } 1

k
i i

F f
=

= 的 1-丢失最佳 K -对偶。□ 
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