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Abstract 
In this paper, a data-based method is used to analyze the controllability of linear discrete-time 
systems with time-delay in state. By this method, one can directly construct a controllability ma-
trix using the measured state data without identifying system parameters. Hence, one can save 
time in practice and avoid corresponding identification errors. Moreover, it is feasible to the study 
of characteristics of deterministic systems. 
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摘  要 

本文使用一种基于数据的方法来分析状态时滞的离散线性系统的能控性，利用这种方法，不需要识别系
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统的参数，就可以通过测量数据，构造一个能控矩阵来分析系统的能控性。因此在实践中，就可以节省

时间并且避免相应的识别错误，对确定系统特性的研究也是可行的。 
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1. 引言 

线性系统的能控性概念是卡尔曼在 1960 年首次提出来的。当系统用状态空间描述以后，能控性便成

为线性系统的一个重要结构特性。在现代控制理论中，研究系统稳定性、状态反馈设计、最优控制等方

面，能控性都起到了重要作用。所谓系统的能控性是指在一个无约束的控制之下，系统能够从任意初始

状态转移到任意终端状态的性质。众多学者对线性系统和非线性系统的能控性问题进行了大量的研究

[1]-[4]。 
时滞现象不仅出现在物理和生物系统中，而且在实际的工程应用中也受到了特别关注。因为在工程

应用中处理时滞系统的问题比通常系统的更加困难，所以研究时滞现象已成为当今控制领域的一个重要

课题。虽然近年来对于正线性无时滞离散系统的能控性已经有了大量的研究[5]-[8]，但是关于离散时滞线

性系统能控性的研究却少之又少[9] [10]。在[11]中提出了能控性实现指数CRI ，这个概念使得离散时滞

线性系统的能控性得以更好的解决。关于该系统的能控性研究受到了越来越多人的青睐。 
然而，在许多工程问题中，系统动力模型是未知的，这就导致了系统能控性建模的许多数学条件不

容易实现，为了分析系统性能，就必须首先做系统的辨识。虽然有很多方法可以建立系统的动力模型，

例如最小二乘法、神经网络方法和支持向量机方法，但通过以上方法来建立系统模型不仅需要花费大量

的时间，而且不可避免的会出现识别错误，这就会影响到整体的计算精度。通过前面对系统能控性的分

析启发，[12]提出了一种基于数据的方法来分析离散线性系统的能控性，这样做的好处是不需要建立系统

的动力模型就可以完成分析，而且能避免传统建模过程中由于识别错误引起的计算精度下降的问题。 
本文其余部分安排如下：首先介绍了一些基本定义与初步结果；其次利用基于数据的方法来分析状

态时滞的离散线性系统的能控性；最后给出一个数值算例并总结。 

2. 预备知识与主要引理 

给定状态时滞的离散时滞线性系统的状态方程如下： 

( ) ( ) ( ) ( )1x k Ax k Dx k h Bu k+ = + − +                             (1) 

其中 ( ) nx k R∈ 为状态向量， ( ) mu k R∈ 为输入向量， , n nA D R ×∈ ， n mB R ×∈ 为实常数矩阵，正整数 h 是状

态时滞的步长，这里给定任意的初始状态 ( ) ( ) ( ), 1 , , 0x h x h x− − +  。本文所讨论的能控性是指无约束的

能控性或者说是完全能控性。下面给出能控性的定义： 
定义 1. 系统(1)是(完全)能控的，如果对于任意的初始状态 ( ) ( ) ( ), 1 , , 0x h x h x− − +  和任意的终端状

态 fx ，存在一个正整数 k 和输入 ( ) ( )0 , , 1u u k − 使得 ( ) fx k x= 。 
定义 2. 对于系统(1)，如果存在一个正整数ξ ，对于任意的初始状态 ( ) ( ) ( ), 1 , , 0x h x h x− − +  和任意

的终端状态 fx ，存在一个输入 ( ) ( )0 , , 1u u ξ − ，满足 ( ) fx xξ = ，那就称ξ 为系统(1)的CRI 。显然，若

这样的ξ 一存在的话，则ξ 不是唯一的。记最小的ξ 为 MinCRI 。 
引理 1. [12]给定离散线性系统的状态方程如下： 
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( ) ( ) ( )1x k Ax k Bu k+ = +                                 (2) 

这里 n nA R ×∈ ， n mB R ×∈ 。则系统 (2)是能控的，当且仅当 [ ]cr W n= 。其中 n 是 ( )x k 的维数，
1, , , n

cW B AB A B− =   是系统(2)的能控矩阵。 
引理 2. [11]系统(1)的通解由如下方程给出： 

( ) ( ) ( )( ) ( )
0

1 , , 0
k

k kx k x h x G Bu k Nα
α

α +
−

=

+ = Φ − + ∈∑                     (3) 

其中 ( ) ( )( ), , 0k x h xΦ −  是零输入时的解，
1 1

, 0,1, , ;
, 1, 2,

k

k
k k h

A k h
G

G A G D k h h− − −

 == 
+ = + +





。 

引理 3. [11]系统(1)是能控的，当且仅当 [ ]0 1, , , ,kr G B G B G B n=  。 

引理 4. [11]对于系统(1)，存在 *Nξ ∈ 满足 

[ ]0 1 0 1, , , , , , ,kr G B G B G B r G B G B G Bξ =      

令 0 1, , ,dW G B G B G Bξ =   ，则 dW 是系统(1)的能控矩阵。 

注 1：从引理 4 可知，ξ 是系统(1)的一个CRI ，系统(1)能控性可以通过ξ 个步骤实现。所以离散时

滞线性系统的 MinCRI 是存在的，它的值也是有限的，而且ξ 的值取决于 A ， D 和 h 。 
引理 5. [11]对于系统(1)，若 2n = ，则 ( )2 1h + 是系统(1)的一个CRI 。 

3. 状态时滞的离散线性系统的能控性分析 

引理 6. [12]在系统(2)上做 m 组数据测试，对于所有的 m 组测试，让它们都有相同的初始状态
[ ] ( )0 0 ,1i nx R i m≡ ∈ ≤ ≤ ，以及相应的输入控制 

[ ] ( ) [ ] [ ] ( )T0, ,0,1,0, ,0 0 1i i mu k u R k n≡ = ∈ ≤ ≤ −                      (4) 

这里 [ ]iu 的第 i 个元素是 1，其余元素均为 0。在所有的m组测试中，状态轨迹都从原点出发，每个测试

组都选用(4)式中的输入向量， [ ] ( )ix k 是 1,2, ,k n=  时的状态测量数据，定义 

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ) ( )
( ) ( ) ( )

[ ]

1 2

1 2

, , , 0

1 1

, , ,

m

j

n

X k x k x k x k k n

P X j X j j n

P P P P

 = ≤ ≤ 
= − − ≤ ≤

=





                      (5) 

则系统(2)是完全能控的，当且仅当 [ ]r P n= 。 
定理 7. 在系统(1)上做 M 组数据测试，对于所有的 M 组测试，让其状态轨迹从相同的初始状态 

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )1 0 0 , 1i i i nx h x h x R i M− = − + = = = ∈ ≤ ≤  

出发，并且选定任意的 M 个向量 [ ] [ ] ( )T
1 2, , , 1i m
i i miu u u u R i M= ∈ ≤ ≤ 。 

令 [ ] [ ] [ ]1 2, , , MU u u u =   ，且 [ ]r U m= 。对于第 i 组测试，相应的输入为 

[ ] ( ) [ ] [ ] ( )T
1 2, , , 0 1i i
i i miu k u u u u k ξ≡ = ≤ ≤ −                         (6) 

在 1,2,. ,k ξ=  时测量 [ ] ( )ix k ，定义： 

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

1 2

1T T

1 2

, , , 0

1 1

, , ,

M

j

X k x k x k x k k

Q X j X j U UU j

Q Q Q Qξ

ξ

ξ
−

 = ≤ ≤ 

= − − ≤ ≤

 =  





                      (7) 
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则系统(1)是能控的，当且仅当(7)中的矩阵Q 满足 ( )r Q n= 。 

证明：对于第 i 组测试，初始状态 [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )1 0 0 , 1i i i nx h x h x R i M− = − + = = = ∈ ≤ ≤ ，即满足(3)式

中的 ( ) ( ) ( )( ), 1 , , 0 0k x h x h xΦ − − + = ，任意的控制输入 [ ] [ ]T1 2, , ,i m
i i miu u u u R= ∈ ，状态测量为： 

[ ] ( ) [ ]

[ ] ( ) [ ] [ ]

[ ] ( ) [ ] [ ] [ ]

[ ] ( ) [ ] [ ] [ ]

0

1 0

1 1 0

1 1 0

1 ,

2 ,

,

.

i i

i i i

i i i i
k

i i i i

x G Bu

x G Bu G Bu

x k G Bu G Bu G Bu

x G Bu G Bu G Buξξ

−

−

 =

 = +




= + + +


 = + + +









                         (8) 

由于 A ， D 和 B 是未知的，故 ,0 1lG l ξ≤ ≤ − 也是未知的，由 [ ]iu 的定义可以得到： 

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ) ( )

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ) ( )

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ) ( )

1 2
0

1 2
1 0

1 2
1 1 0

1 2
1 1 0

1 1 , 1 , , 1 ,

2 2 , 2 , , 2 ,

, , , ,

, , , .

M

M

M
k

M

X x x x G BU

X x x x G B G B U

X k x k x k x k G B G B G B U

X x x x G B G B G B Uξξ ξ ξ ξ

−

−

  = = 
  = = +  




 = = + + +  



 = = + + +  







 



 

               (9) 

由于 ( )0 0X = ，由(9)式可以得到： 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0

1

1

1

1 0 ,

2 1 ,

1 ,

1 .

j

X X G BU

X X G BU

X j X j G BU

X X G BUξξ ξ

−

−

 − =


− =




− − =


 − − =





 

因为 [ ]r U m= ，由(7)式可知， 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

1T T
1 0

1T T
2 1

1T T
1

1T T
1

1 0 ,

2 1 ,

1 ,

1

j j

Q X X U UU G B

Q X X U UU G B

Q X j X j U UU G B

Q X X U UU G Bξ ξξ ξ

−

−

−

−

−

−

 = − =


= − =



 = − − =




= − − =





 

故 1 2 0 1 1, , , , , , dQ Q Q Q G B G B G B Wξ ξ −   = = =     ，由引理 3 和引理 4 可知，系统(1)是能控的，证毕。 

注 2：在系统上做数据测试的次数是由输入向量 ( )u k 的维数来确定的。在本文中，控制输入向量

( ) mu k R∈ ，则只需在系统上做 m 组数据测试。 
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注 3：若系统(1)的时滞为 0，则系统(1)可写成 

( ) ( ) ( ) ( )1x k Ax k Dx k Bu k+ = + +                             (10) 

令 A D C+ = ，则方程(10)可写成 

( ) ( ) ( )1x k Cx k Bu k+ = +                                 (11) 

这时方程(11)的通解为： 

( ) ( ) ( )
1

1

0
0 ,

k
k kx k C x C Bu k Nα

α
α

−
− − +

=

= + ∈∑                          (12) 

由引理 1 可得到(11)的能控性矩阵 
1

1 2, , , , , , cQ Q Q Q B CB C B Wξ
ξ

−  = = =                            (13) 

由此可得 n 是系统(11)的CRI  (满足 nξ = )。当且仅当 1, , , nr B CB C B n−  =  ，系统(11)是能控的。

这个能控性准则就是[12]中所提到的。 

4. 算例 

在本节中，将使用一个数值例子来说明基于数据的方法的优点。 
考虑方程(1)，当 2n = ， 1h = 的情况，即 

( ) ( ) ( ) ( )1 1x k Ax k Dx k Bu k+ = + − +                            (14) 

其中
0.7 0.5
0.1 0.2

A
− 

=  
 

，
0.6 0.6
0.1 0.4

D  
=  − 

，
0
1

B  
=  
 

。 

在鉴别矩阵 A 、 D 和 B 过程中产生的识别误差分别用 A∆ 、 D∆ 和 B∆ 表示； 

0.3 0.4 0.3 0.8 0.1
, ,

0.5 0.2 0.3 0 0.8
A D B

− − −     
∆ = ∆ = ∆ =     − − − −     

 

下面用两种方法分析方程(14)的能控性。 
由引理 5 可知，系统的能控性实现指数 4ξ = 。 
1) 传统方法 
能控性矩阵为 

[ ]0 1 4, , ,dW G B G B G B′ ′ ′ ′=   

其中
1 1

, 0,1
, 2, , 4

k

k k h

A k
G

G A G D k− − −

 ′ =′ =  ′ ′ ′ ′+ = 

， A A A′ = + ∆ ， B B B′ = + ∆ ， D D D′ = + ∆ 。 

通过计算，则 

[ ]0 1 4

0.1 0.02 0.002 0.0116 0.00132
, , ,

0.2 0.04 0.032 0.0248 0.00736dW G B G B G B  ′ ′ ′ ′= =  − − 
              (15) 

对于(15)式，如果把 dW ′中的元素四舍五入的到小数点后一位，那么上式中的第 2，3，4，5 列将全部

为零。其结果是 [ ] 1 2dr W ′ = < ，系统就不能控了，计算出来的结果就是不真实的。 
2) 基于数据方法 
基于数据为基础的方法不需要识别参数矩阵 A 、D 和 B ；因此相应的识别误差 A∆ 和 B∆ 也不会在最

后的结果中出现。 
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能控性矩阵为 [ ]0 1 4, , ,dW G B G B G B=  ，其中
1 1

, 0,1
, 2, , 4

k

k k h

A k
G

G A G D k− − −

 == 
+ = 

。 

通过计算，则 

[ ]0 1 6

0 0.5 0.15 0.27 0.0235
, , ,

1 0.2 0.39 0.223 0.1586dW G B G B G B
− − 

= =  
 

  

[ ] 2dr W = ，而且如果把上面矩阵的元素四舍五入到小数点后一位，则上面矩阵变为 

0 0.5 0.2 0.3 0.0
1 0.2 0.4 0.2 0.2dW

− − 
=  
 

                            (16) 

这时 dW 满秩。因此可以得出结论，方程(16)中定义的系统是能控的，这与实际情况相一致。 

5. 总结 

本文研究使用的数据为基础的方法，该方法只使用测量数据直接构造矩阵分析状态时滞的离散线性

系统的能控性。该方法不需要确定参数矩阵，并且能够避免相应的识别误差。然而仍然有许多工作要做。

对于状态与输入都时滞的离散线性系统、离散时变线性系统以及切换系统的时滞能控性，都有待进一步

研究。 
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