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Abstract 
Using the combination of Feynman diagrams and the planar binary tree, the renormalization 
group of QED was defined and the H Hopf−  module of semidirect product of the group, the se-
midirect coproduct of the H Hopf−  module, the spread of the H Hopf−  module on the planar 
binary tree and the H Hopf−  module with charge were pointed out. Finally it concluded the 
H Hopf−  module of quantum electrodynamics and the renormalization coaction of electron and 

photon. 
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摘  要 

利用费曼图和平面二元树的结合，定义了QED的重正化群并指出群上半直积的 H Hopf− 模和 H Hopf−
模的半直余积，平面二元树上的 H Hopf− 模的传播及带电的 H Hopf− 模，最后得出量子电动力学的

H Hopf− 模及电子和量子的重正化余作用。 
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1. 引言 

随着 Hopf 代数理论发展的日益完善，它已不再是一个孤立的体系，它与数学的许多其它领域建立了

紧密的联系，在图论、数学物理、离散数学等学科中的应用日趋广泛。近二十多年来，用图的性质去研

究代数学结构是一个比较热门的话题。随着 Nata 等人于 1940 年所发表的关于拼方的文章，创立了电视

网络上的一种数学理论，打开了现代图论研究的序幕。1988 年，Istvan Beck 首次提出了交换环的零因子

图。并系统的研究了这类图的着色数，从而刻画了所有着色数小于 4 的有限环[1]。1994 年，Schmitt WR
在完全图上建立了关联 Hopf 代数结构，开创了 Hopf 代数与图论的研究[2] [3]。1999 年 Anderson 与 M. 
Nseer 发表了一篇关于环的性质与零因子图的性质之间是如何相互影响的论文[4]，1997 年邓汉元等人给

出了二元树族的 Hopf 代数结构[5]。2005 年赵燕提出了完全图与完全二部图及完全 r 部图的 Hopf 代数结

构并指出它们分别与一元二元及 r 元多项式 Hopf 代数同构[6]。 
Hopf 代数与图论是数学中的两个非常重要的分支，它们不仅内涵丰富，而且在许多其它数学分支(如

组合数学、数学物理、自动机理论以及几何学等)中也有重要作用。研究的 H Hopf− 模图结构，主要是通

过 H Hopf− 模的某些特征去研究其图结构；反过来，也使用图性质研究的 H Hopf− 模一些性质。它提

供了一种研究数学问题的新方法，从而使得 H Hopf− 模与图之间相互促进，共同发展。本文是在文献[7]
中加以研究的，进一步把平面二元树与量子电动力学相结合，将会对 H Hopf− 模理论的研究、应用和发

展有重要的意义。 
所谓的 H Hopf− 模，文[8]中作了如下的定义：设 N 是一个向量空间，H 是一个代数， : H N Nϕ ⊗ →

是一个 K −同态，使得下两式成立即： ( ) ( )I H Iϕ ϕ ϕ⊗ = ⊗ ， ( ) 1Iϕ µ ⊗ = ，则 ( ),N ϕ 是一个左 H −模。

设 N 是一个向量空间， C 是一个余代数， : N N Cρ → ⊗ 是一个 K − 同态，使得下两式成立即：

( ) ( )I Iρ ρ ρ⊗∆ = ⊗ ， ( ) 1I ε ρ⊗ = ，则 ( ),N ρ 是一个右C −余模。设 ( ), , , ,H M µ ε∆ 是一个 Hopf 代数，

N 是一个右 H 模， : N H Nϕ ⊗ → 是一个 K −同态， N 是一个右 H 余模， : N N Hρ → ⊗ 是一个 K −同

态，如果 : N H Nϕ ⊗ → 是一个余代数同态或 : N N Hρ → ⊗ 是一个代数同态或 ( ) 0 1 1 2mh m h m hρ = ⊗∑ ，

则 N 是一个右 H Hopf− 模。 
量子电动力学，简称为 QED (quantum electrodynamics)，它主要研究电磁场与带电粒子相互作用的基

本过程，两个带电粒子(如两个电子)是通过相互交换光子而相互作用的，这种交换可以有很多种不同的方

式，最简单的是其中一个电子发射出一个光子，另一个电子吸收这个光子。稍为复杂一点的是一个电子
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发射一个光子后，那光子又可以变成一对电子和正电子，这个正负电子对可以随后一起湮灭为光子，也

可以由其中的那个正电子与原先的一个电子湮灭，使得结果看起来像是原先的电子运动到了新产生的那

个电子的位置，所有这些复杂的过程最终表现为个电子之间的相互作用，计算表明，不同复杂程度的交

换方式，对最终作用的贡献是不一样的，它们的贡献随着过程中的光子的吸收或发射次数呈指数式下降，

而这个指数的底正好就是精细结构常数，即任何电磁现象可以用精细结构常数的幂级数来表示。 
在量子电动力学的范围内，可以把带电粒子与电磁场相互作用当作微扰来处理光的吸收和受激发射

问题，但不能处理光的自发射问题，原子中处于激发态的电子是量子力学中的定态，没有辐射场作为微

扰，这就不会发生跃迁。 
理查德·费曼(1918~1988)是现代及至有史以来最受爱戴的科学家之一，他在量子电动力学领域以最

卓越的科学贡献获得了诺贝尔物理奖，这称为“第二个犹拉克”，他发明了费曼图(Feynman Diagram)，
不但能以直观的方式表达了客观现象，同时也可以对数学进行分析和推导，它把很长很费力的而且很容

易产生代数差错的运算加以概括，并把它们按照一定的规则来转换成很简单的过程。用哈密顿量 H 所构

成 S 矩阵元来描述微观粒子所组成的系统散射或反应过程，在 S 矩阵元中提出一个反映由初态向末态转

化过程中能量动量守恒因子 ( )4 Pδ ∑ 后，便得到 M 矩阵元，具体物理过程的跃迁几率直接与
2M 成正比。

一个重要而又困难的问题是如何计算各种反应的 M 矩阵元，“费曼图”就是如何计算 M 矩阵元的图解方

法。给出计算有关过程跃迁几率的计算规则，称为费曼规则。早期的微扰计算也可以得出最低级的近似

结果，但为了计算高阶近似就要用重正化方法处理发散问题，用新的理论表述，费曼规则就是最常用的

方法。 
本文首先介绍了重正化群和 H Hopf− 模的半直余积，结合费曼图，定义了 QED 的重正化群和群上

半直积的 H Hopf− 模；其次介绍平面二元树上的 H Hopf− 模的传播；再次描述了树上带电的 H Hopf− 模；

最后描述平面二元树上的 QED 的 H Hopf− 模和余作用，电子和量子的重正化余作用。 

2. 重正化群和 H Hopf− 模的半直余积 

2.1. 费曼图 

矩阵 M 的每一项都与一定的费曼图联系起来，由此确定的图，可以根据“费曼规则”写出相应矩阵

元的表达式，而且能清楚地解释这过程的物理现象。 
费曼图是用一根带箭头的实线代表电子，带反箭头的实线代表正电子，波浪线代表光子。电子、正

电子和光子的每一次相互作用，都用交于一点的两根实线(箭头分别指向和指离支点)和一根波浪线来描写，

这支点称为作用顶点。代表初态或末态的线是有一头连接顶点，称为外线，而介于两个顶点之间的线称

为内线，内线描写传递相互作用的中间过程的粒子，称为虚粒子。在任一费曼图中，沿实线箭头方向移

动，实线或者联成圈或者由外线引向另一外线，它不会在任一顶点终止，这反映了在反应过程中电子数

是守恒的。在任何一个图上多增加一条内线，都会使该图的贡献降低一个系数，该系数大致等于一个基 

本常数，称为“精细结构常数”，约为
1

137.036
。粒子从空间中一点运动到另一点的每一条可能的路径 

对应一个数，称之为振幅。费曼图的顶点数称为费曼图的级数，n 级费曼图代表 M 矩阵展开式中 Mn的一项。 
例如两个电子的散射过程，它的二级费曼图(如图 1)它描写一个电子先放出一个光子，这带有一定能

量的光子传递到另一电子，并被后一个电子所吸收，这样，两个电子的电磁散射，不是它们的直接作用，

也不是超距作用，而是由电子与电磁场的相互作用，透过发射和吸收光子的过程来实现。 
当两个电子(以直线表示)碰撞时，它们交换光子(以波浪线表示)，在图 1(a)中，碰撞的电子交换一个

光子，在图 1(b)中，交换两个光子，在图 1(c)中，交换许多光子。 
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(a)                                 (b)                                (c) 

Figure 1. Feynman diagram 
图 1. 费曼图 

 
2.2. QED 的重正化群  

这部分介绍电子的重正化群及重正化过程，类似的，也有量子的重正化群及其过程[9]-[12]。 
定义 1 一个电子的重正化群是在直积 c PG G× 下的由一对 ( ), fϕ 构成的半直积 C PG G∝ ，且满足条件

( ) ( ) ( ), , ,f g f gψϕ ψ ϕψ∝ = ， , , ,C PG f g Gϕ ψ∀ ∈ ∀ ∈ 。 

定义 2 一个重正化过程是在 PG 上的 C PG G∝ 的右作用，且满足以下条件： 
1) 通过 ( )1 ,Cf f 嵌入 PG ； 

2) 投射到 PG 上，且 ( ),f g f gψψ∝ = 。 

类似地，一个量子的重正化群是群 CG 本身；而它的重正化过程是 PG 上的作用，且 ( )C CG s G∝ 是

C PG G∝ 的子群， 

( ).f f sϕψ ϕ⋅ =  

其中 : C Ps G G→ ，且 ( ) ( ) ( )1
1ps s sϕ ϕ ψ ϕ ψ

−
=       ， , CGϕ ψ∀ ∈ 。 

2.3. 群上半直积的 H Hopf− 模 

设 ,U R 分别是费曼空图和重正化振幅，选择合适的费曼的图(这里我们先择平面二元树)可以重建空

图，重正化传播及正重化群的元素(看文献[11]-[14])。 
如果是两个群 ,C PG G ，则 C PG G∝ 也是群，分别记为 ( ) ( ),C PG G  和 ( )C PG G∝ 。它们都是 Hopf

代数。在卷积的作用下，有以下代数同构： 

( )( ) ( )( )lg lg, , ,C C P P
A AG Hom G G Hom G≅ ≅    ， ( )( )lg ,C P C P

AG G Hom G G∝ ≅ ∝   

下面是构造 H Hopf− 模 ( ) ( )c pG G⊗  和 ( )pG 上的余作用。 

设 ( ) ( ) ( ):c c c c pG G G Gρ → ⊗ ∝   和 ( ) ( ) ( ):p p p c pG G G Gρ → ⊗ ∝   ，对偶于的 cG 和 pG 群

作用，即有 ( ), , ca aϕψ ϕ ψ ρ= ⊗ 和 ( ), , pfg b f g bρ= ⊗ ，其中 ( ), : c cG G⊗ → ，即 ( ),a aϕ ϕ= ，

也可记为 ( ) ( ) ( ): p p cG G Gρ → ⊗   ，它的余作用对偶于 cG 的作用，即 ( ), ,h b h bϕ ϕ ρ= ⊗ 。 

这样 ( )c pG G∝ 是 H Hopf− 模，记为 ( ) ( )c pG G⊗  ，且满足以下条件：ρ∝ 对偶于群作用 ∝⋅ ，即

( ) ( ) ( ), , , ,f g a b f g a bϕ ψ ϕ ψ ρ∝
∝⋅ ⊗ = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ，其中是一个模同态即 

( ) ( ) ( ) ( )c pa b a I bρ ρ ρ ρ∝  ⊗ = ⊗ 。 
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而且，在 pG 上 c pG G∝ 的作用对偶于余作用 ( ) ( ) ( ): p p c pG G G Gρ′ → ⊗ ∝   ， 

即有 ( ) ( ) ( )pb I bρ ρ ρ′ = ⊗ 。类似的，线性映射 ( ) ( ): p cG Gσ →  对偶于余圈 : C Ps G G→ ，则σ 满

足下面等式： 

( )( )( )( )( )2

24 135
c c c p p c c pm m I I I I I S iρ σ σ σ ρ ρ ρ ε⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ =  

其中， ( ), ,i j k 是 Hopf 代数 ( )CG 上乘法 C
ijkm 的作用位置， pS 是 Hopf 代数 ( )PG 上的反积元，

( ) ( ) ( )2P P P P PI Iρ ρ ρ ρ ρ= ⊗ = ⊗ ， ( ):C Ci G→  是 ( )CG 上的单位， ( ):P PGε → 是 ( )PG 上的

余单位。这种情况还有一个等式成立即： ( )( )( )c c pI I Mρ σ σ ρ σ ρ= ⊗ ⊗ ⊗ 。 

在 ( )pG 上 ( )cG 的余作用对偶于作用 σ⋅ 是一个模同态 ( ) ( ) ( ): p p cG G Gσρ → ⊗   ，即

( ) ( )( ) ( )c pb I M bσρ ρ σ ρ= ⊗ ⊗ 。 

2.4. H Hopf− 模的半直余积 

设 cM 和 pM 是两个 H Hopf− 模， ,c pρ ρ 分别是它们的结构映射，设 cM 从右边作用于 pM ，余作用

: p p cM M Mρ → ⊗ ，且满足如下关系： 

( ) ( )cI Iρ ρ ρ⊗ = ⊗∆ ，                                (1) 

( ) ( )3
24

p pI mρ ρ ρ∆ ⊗ = ⊗ ∆ ，                              (2) 

其中 3
24m 是位置 2 和位置 4 作用，结果放在位置 3 的乘法； p∆ 是余积。这样半直余积 c pM M∝ 是 H Hopf−

模，且 ( ) ( ) ( ) ( )c pa b a I bρ ρ ρ ρ∝  ⊗ = ⊗ ， ,c ba M b M∀ ∈ ∈ 余单位 ( ) ( ) ( )1 2a b a bε ε ε∝ ⊗ = 。 

在文献[11] [12] [15]，Molnar 已证明 c pM M∝ 是一个 Hopf 代数，反积元是 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )c c p p c cS a b S a I S S b S S I m I b aτ ρ τ ρ∝  ⊗ = ⊗ = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗  。 

引理 1 设 ,c pM M 是两个 H Hopf− 模， cM 对 pM 作用如上述 (1) (2)，如果存在一个映射

: p cM Mσ → ，且有 : p p cM M Mσρ → ⊗ ，即 ( )2
23

pmσρ ρ σ= ⊗ ∆ ，使得 

( )c I σρ σ σ ρ= ⊗                                     (3) 

则 ( ) ( )cI Iσ σ σρ ρ ρ ρ⊗ = ⊗ 。 

证明：由 Sweedler 的记法，得 ( ) 1 2
c a a aρ = ⊗∑ ， ( ) 1 2

p b b bρ = ⊗∑ ， ( ) l rb b bρ = ⊗∑ 。 pb M∀ ∈  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2
23 23 1 2

2
23 1 1 2 1 1 2

1 1 2 1 1 1 1 1 2 1 2

11 11 12 11 12 2 11 11 1 12 11 2 12 2

1 1 1 21 1 2 21

p

l r l r

l r l l l r l r

ll lr l r r l r l r r

l r l r r

I b I m b I m b b

I m b b b I b b b

b b b b b b b b

b b b b b b b b b b b b

b b b b b b

σ σ σ σ

σ σ

σ

ρ ρ ρ ρ σ ρ ρ σ

ρ σ ρ σ

ρ σ σ σ

σ σ σ σ

σ σ

⊗ = ⊗ ⊗ ∆ = ⊗ ⊗

= ⊗ ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗

= ⊗ = ⊗ ⊗

= ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗

= ⊕ ⊗

∑
∑ ∑
∑ ∑
∑ ∑

( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )

22 1 1 1 2 1 2 21 2

1 1 2

l r r

c c
l r

b b b b b

b b b I bσ

σ σ

ρ σ ρ ρ

= ⊗ ⊗

= ⊗ = ⊗

∑ ∑
∑

 

所以 ( ) ( )cI Iσ σ σρ ρ ρ ρ⊗ = ⊗ 。 

3. 平面二元树上的 H Hopf− 模的传播 

在这部分我们将介绍树上的 H Hopf− 模对偶于电子和量子的传播，它们都是重正化群作用的集合。

这些对应于带有积的群和带有余积的非交换同类环，我们将证明它们是 H Hopf− 模，对它们的定义主要
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是通过平面二元树上的积“over and under”[11] [12] [16]。 

3.1. 修剪余模(The Pruning Comodules) 

定义 3 设 Y 是一个线性空间，映射 , :p p
r e Y Y Yρ ρ → ⊗   对偶于运算 / 和 \ ，即：

( )
1 2

1 2
/

p
r

t t t
t t tρ

=

= ⊗∑ ， ( )
1 2

1 2
\

p
e

t t t
t t tρ

=

= ⊗∑ 。余单位 ε 对偶于单位元 |，且 ( )
1, |

|
0, |

t
t

ε
=

=  ≠
，则称 Y 具有两

种不同结构的余模。 
定义 4 设 ,p p

r eρ ρ 分别是修剪树的左边和右边的树枝，并把它们放在一边，且有如下运算： ( )| | |p
rρ = ⊗ ，

( )
( )

1 2|
p
r

p
r

t

t s t s t t s
ρ

ρ ∨ = ∨ ⊗ + ⊗ ∨∑ ；类似的， ( )| | |p
eρ = ⊗ ， ( )

( )
1 2|

p
e

p
e

t

t s t s t s s
ρ

ρ ∨ = ⊗ ∨ + ∨ ⊗∑ ，则称 Y 是

有两种结构的修剪余模。 

3.2. 电子和量子传播的 H Hopf− 模  

在文献[17]-[20]中证明了电子和量子传播的 Hopf 代数。在这部分，我们在树上推广修剪映射 ,p p
r eρ ρ ，

根树作为单位元 1，我们将得到两种不同的非交换的 H Hopf− 模 ,r eM M 。 
定义 5 设 ( ), / 1 |r eM M Y= − ， rM 由 p

rρ 决定， eM 由 p
eρ 决定，对 ( )/ 1 |it Y∀ ∈ − ， 1, 2,i = 

，

有 1 2 1 2n nt t t t t t= + + +  ，且
1 2

,
k

r e
n n nM M Y Y Y= ⊕ ⊗ ⊗ ⊗    ，则称 ,r eM M 分别是电子和光子传

播的 H Hopf− 模。 

4. 树上带电的 H Hopf− 模 

我们将介绍树上的 H Hopf− 模对偶于作用在电子的重正化群，这类群带有构图法，树上的余积为一

个运算。 

4.1. 一个带电的模 

设 ( ) ,M V t t Yα = ∈   是一个由平面二元树 ( ) |V t t= ∨ 生成的模，对 t Y∀ ∈ ，有唯一的分解

( )1 / rt t V t= ，映射 ( ) ( ):f V t V t→ 和 ( ): , /M Yαϕ →  即1 | ，它们都是模同态，在 Y 中，度为 n 的 nY

对应于子空间 ( ) ( )1 2 1k kn n n n n nM V Y V Yα
≤ ≤ ≤= ⊕ ⊗ ⊗



   ，度为 1 2 kn n n n= + + + 。 

定义 6 我们把带有 ( ), /Y 的模 M α 称为带电的模，且根树 |的单位元为 1。 

4.2. 一个带电的 H Hopf− 模 

定义 7 定义一个余映射 : M M Mα α α αρ → ⊗ 和一个余作用 : M M Mα α αρ → ⊗ ，作为线性运算满足

以下关系： 
1) ( )| | |αρ = ⊗ ， 

( )( ) ( ) ( )( )|V t V t V tαρ ρ= ⊗ +  

( ) ( ) ( )( )/t s t Vα α αρ ρ ρ α∨ =  

2) ( )| | |ρ = ⊗  

( )( ) ( ) ( )V t V I tρ ρ= ⊗  

( ) ( ) ( )( )/t s t V sαρ ρ ρ∨ =  

设 : M αε → 是一线性映射，且 ( )
1, |

,
0, |

t
t M t

t
α ε

=
∀ ∈ =  ≠

。 
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定 理 1 模 ( ) ,M V t t Yα = ∈   是 一 个 H Hopf− 模 ， 且 ρ 是 一 个 右 αρ − 余 作 用 即

( ) ( )I I αρ ρ ρ ρ⊗ = ⊗ 。 

证明：首先， αρ 是保 M α 分层的，即 ( )n p q n p qM M Mα α α αρ + =⊂ ⊕ ⊗ ， 0M α 表示树，这样 M α 是联通的。

由定义 5 知， M α 是一个 H Hopf− 模。 

先用数学归纳法证明运算 ρ 定义一个 M α 的左 αρ −余作用 ( ) ( )I I αρ ρ ρ ρ⊗ = ⊗  

当 |t = 时，等式成立。假设当树的序为 n 时等式 ( ) ( )I I αρ ρ ρ ρ⊗ = ⊗ 是成立的，则当树的序为 1n +

时，有 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

I V t I V I t V I t V I t

V I I I t V I I I t

V I I t V I I t

V t I V t

α

α α

α α

ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

⊗ = ⊗ ⊗ = ⊗ = ⊗

= ⊗ ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗ ⊗

= ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗

= ⊗ = ⊗

 

设 ( )/s t s V t∨ = 的序是 1n + ， |s ≠ ，则 s 和 ( )V t 的序小于或等于 n 。由 Sweedler 的符号，得

( ) ( )1 2 , l rs s s t t tαρ ρ= ⊗ = ⊗∑ ∑ 。 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1 2

1 2 1 1 2

1 2 1 2 1

1 2

/ / /

/ / / /

/ / /

/

/ /

l r

l r r

l r r

l r

I s V t I s V t I s s V t t

I s V t s t s V t s t

s V t s t s s V t t

I s s I V I t t

I s V I t I s I V t

α

α α

α

α α α α

ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

 ⊗ = ⊗ = ⊗ ⊗ ⊗ 
= ⊗ ⊗ = ⊗

= ⊗ = ⊗ ⊗

= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

= ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗

∑
∑ ∑

∑ ∑
∑

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )/ / /I s V t I s V t I s I V tα α α α α αρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ    ⊗ = ⊗ = ⊗ ⊗       

由归纳假设，得等式成立即 ( ) ( )I I αρ ρ ρ ρ⊗ = ⊗ 。 

下面我们用数学归纳法证明 αρ 是满足余结合的，即 ( ) ( )I Iα α α αρ ρ ρ ρ⊗ = ⊗ 。 

当 |t = 时，等式成立。假设当树的序为 n 时等式 ( ) ( )I Iα α α αρ ρ ρ ρ⊗ = ⊗ 是成立的，则当树的序为

1n + 时，有 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

|

|

| |

| | |

I V t I V t V t

V t I V t

V t V t I V t

V t V t I V t

α α α

α α

α

α

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

⊗ = ⊗ ⊗ +

= ⊗ + ⊗

= ⊗ ⊗ + + ⊗

= ⊗ ⊗ + ⊗ + ⊗

 

( ) ( )( ) ( )( ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

| |

| | | | |

| | |

| | |

| | |

I V t I V t V t V t I V t

V t V I t V t V V I t

V t I V I t V I t

V t V I t I V I t

V t V t I V t

α α α α α

α

ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

⊗ = ⊗ ⊗ + = ⊗ + ⊗

= ⊗ ⊗ + ⊗ = ⊗ ⊗ + ⊗ + ⊗  

= ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗ ⊗ + ⊗

= ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗

= ⊗ ⊗ + ⊗ + ⊗
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又因为 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )I V t I V tαρ ρ ρ ρ⊗ = ⊗ ，所以 ( ) ( )I Iα α α αρ ρ ρ ρ⊗ = ⊗ 。 

4.3. 一个非交换的带电的 H Hopf− 模 

设 ( ) ,M V t t Yα = ∈ 是一个由树 ( )V t 生成的非交换的模，则带电模 M α 是M α 的交换商群，由定

义 6 知， ( ), /M Yα →  是同构，进而得出
 ( ), /M Yα →  是同构的。由定义 7 知，由 M α 上的运算 αρ 和 ρ

诱导出M α 上的运算αρ 和   : M M Mα α αρ → ⊗ 。 

定理 2 模 ( ) ,M V t t Yα = ∈ 是一个分层联通非交换的 H Hopf− 模。 

证 明 ： 由 于 ( ), /M Yα →  同 构 ，  ( ), /M Yα →  同 构 ， 所 以 M Mα α→ 同 构 ， 且 αρ 和

  : M M Mα α αρ → ⊗ ，故由定理 1，得出定理成立。 

5. 平面二元树上的 QED 的 H Hopf− 模和余作用 

我们将利用第 3，4 部分定义的运算和第 2 部分的描述，介绍树上的重正化余作用及 QED 的 H Hopf−

模。 

5.1. 电子和光子的余作用 

由于M Yα ≅  ，则M α 上的余作用 ρ可写成 : Y Y Yρ → ⊗

  
，Y 是由模 rM 和 eM 生成的集合，

( )| |ρ = ⊗ ， ρ推广为两个集合 :r r rM M M αρ → ⊗ ， :e e eM M M αρ → ⊗ ，即对 

( )
( ) ( )

1 2
,

, , /
r

r
r

t s

t s Y t s t s t s
α

α
ρ ρ

ρ∀ ∈ ∨ = ∨ ⊗∑ , ( )
( ) ( )

1 2
,

/
e

e
e

t s

t s t s t s
α

α
ρ ρ

ρ ∨ = ∨ ⊗∑ , 

且 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2
r e

n n nt t t t t t t t tρ ρ ρ ρ ρ= =   

   , 

其中 ( ) ( ),r e
r es s s s s sα αρ ρ= ⊗ = ⊗∑ ∑ 。 

引理 2 1) 映射 rρ 和 eρ 是右 αρ −余作用，即满足 ( ) ( )e e eI I αρ ρ ρ ρ⊗ = ⊗ ， 

( ) ( )r r rI I αρ ρ ρ ρ⊗ = ⊗ . 

2) 分别 p
rρ 和 p

eρ 用代替 rρ 和 eρ ，即满足 ( ) ( )3
24

p e e e p
e eI mρ ρ ρ ρ ρ⊗ = ⊗ ， 

( ) ( )3
24

p e e e p
r rI mρ ρ ρ ρ ρ⊗ = ⊗ . 

证明：只需证第一情况。由于 eρ 是右 αρ −余作用，故在单树上是成立的，即 ( ) ( )e e eI I αρ ρ ρ ρ⊗ = ⊗ 。

在积 1 2 , , 1, 2, ,n it t t t Y i n∈ =  上，有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1
e e e e e e

n nI t t t I t I tρ ρ ρ ρ ρ ρ   ⊗ = ⊗ ⊗     , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1
e e e

n nI t t t I t I tα α αρ ρ ρ ρ ρ ρ   ⊗ = ⊗ ⊗      

所以是成立的。 
下面用数学归观纳法证明 ( ) ( )3

24
p e e e p

e eI mρ ρ ρ ρ ρ⊗ = ⊗ 。 

当 |t = 时，等式成立。假设当树的序为 n 时等式 ( ) ( )3
24

p e e e p
e eI mρ ρ ρ ρ ρ⊗ = ⊗ 是成立的，则树 t s∨ 的

序为 1n + 时，有 
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( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

1 2 1 2
, ,

1 1 1 2 2

1 2 1 1 2 2
, ,

/ /

| /

| / /

e e

p
e

p e p
e e e

p e p p
e e e e e

t s t s

e e e

e e e
t s s

I t s I t s t s t s t s

t s t s s t s

t s t s t s s t s

α α

α

α α
ρ ρ ρ ρ

α
ρ

α α
ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ⊗ ∨ = ⊗ ∨ ⊗ = ∨ ⊗

= ⊗ ∨ + ∨ ⊗ ⊗

= ⊗ ∨ ⊗ + ∨ ⊗ ⊗

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ))

3 3
24 24 1 2

3
24 1 2

3
24 1 2 1 1 2 1 2 2

,

1 2 1 1 2 2 1 2

|

|

| | / /

| / / /

p
e

p
e

e e

e e p e e
e

s

e e e e

s

e e e
t s

e e e

m t s m t s t s s

m t s t s s

m t s t s t s t s s s

t s t s t s s t s s

α

ρ

ρ

α α α
ρ ρ ρ

α α α

ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

 
⊗ ∨ = ⊗ ⊗ ∨ + ∨ ⊗ 

  
 

= ⊗ ∨ + ∨ ⊗  
 


= ⊗ ⊗ ∨ ⊗ + ∨ ⊗ ⊗ ⊗


= ⊗ ∨ ⊗ + ∨ ⊗ ⊗

∑

∑

∑ ∑

∑ ∑

 

对任意树 s ，有
1 2

1 2 1 2 1 2
, , ,

/
e p p e

e e e s s

e e e e
s s s

s s s s s s sα α α
ρ ρ ρ ρ ρ

⊗ ⊗ = ⊗ ⊗∑ ∑ 。 

最后在积 ts 上证明等式 ( ) ( )3
24

p e e e p
e eI mρ ρ ρ ρ ρ⊗ = ⊗ 成立 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

,

1 1 2 2 1 2 1 2
, ,

, ,

e e

e e e e
p p p p
e e e e e e e e

p e p e e p
e e e e e

t s

e e e e e e e e
t s t s
t s t s

p e p e
e e

I ts I t s I t s t s

t s t s t s t t t s s s

I t I s

α α
ρ ρ

α α α α
ρ ρ ρ ρ
ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

 
⊗ = ⊗ = ⊗ ⊗ 

  
= ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

   = ⊗ ⊗   

∑

∑ ∑  

( ) ( ) ( ) ( )( ( )) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( )

3 3 3
24 24 24 1 2 1 2

,

3 3
24 1 1 2 2 24 1 1 1 1 2 2 2 2

,

1 1 2 2 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 21

24

p p
e e

e e

e e p e e p p e e
e e e

t s

e e
e e e e

t s

e e e e e e ee

m ts m t s m t t s s

m t s t s m t s t s t s t s

t s t s t s t s t t t t s s s s

m

ρ ρ

α α α α
ρ ρ

α α α α α α α α

ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ

 
⊗ = ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗ ⊗ 

  
 

= ⊗ = ⊗ ⊗ ⊗  
 

= ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗

=

∑

∑ ∑

∑ ∑
( ) ( ) ( ) ( )3 3

24
e e p e e p

e et m sρ ρ ρ ρ ρ ρ   ⊗ ⊗   

 

由归纳假设得 ( ) ( )3
24

p e e e p
e eI mρ ρ ρ ρ ρ⊗ = ⊗ 是成立的。 

5.2. QED 的 H Hopf− 模 

文[16] [21] [22]证明存在一个 QED 的 Hopf 代数，且是分层联通的，作者在此基础上，推广得到一个

QED 的 H Hopf− 模。 
在(2.4)我们定义的一个半直余积 eM M Mα α= ∝ ，且满足以下关系： 

( ) ( ) ( ) ( )c pa b a I bρ ρ ρ ρ∝  ⊗ = ⊗  ， ,c ba M b M∀ ∈ ∈ ， ( ) ( ) ( )1 2a b a bε ε ε∝ ⊗ = ，这样 eM Mα ∝ 是

eM Mα ⊗ ，是一个 H Hopf− 模。 

下面定义余映射： :qed qed qed qedM M Mρ → ⊗ ，即 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
qed e p

n e nt s s t I s sαρ ρ ρ ρ ⊗ = ⊗ ⊗ ⊗    
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显然，满足这个余映射的 H Hopf− 模是 QED 的 H Hopf− 模。 
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