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Abstract 
In this paper, we study the generalized inverse eigenvalue problem and the optimal model updat-
ing problem according to two given eigenpairs, while the total mass of beam is unknown. We 
present the general solution of the inverse generalized eigenvalue problem. Aiming at the beam 
model updating problem, we use the least squares method to compute the optimal quality para-
meter to minimize the distance between the physical parameters of the new beam system and 
those of the original one. 
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摘  要 

本文研究当梁的总质量未知时给定两个特征对的广义特征值反问题与梁的最佳模型修正问题，给出了广
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义特征值反问题的通解表达式。针对梁的模型修正问题，利用最小二乘方法选取最优参数，使得新梁的

物理参数与原梁物理参数的误差达到最小。 
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1. 引言 

在科学与工程计算问题中，梁是一种不可或缺的工程构件，其离散形式为弹簧–质点–刚杆模型[1]。
梁的广义特征值反问题是指由频率(广义特征值)和对应的模态(广义特征向量)来确定梁的各项物理参数，

比如梁的横截面积、弹性模量、惯性矩、密度等参数[1]-[3]。Ram [4]在给定步长的条件下，利用一个特

征值和两个特征向量来构造梁的有限差分模型的质量和刚度；田和戴[5]利用两个特征对及总质量构造离

散梁的刚度及质量，并给出问题有唯一解的充要条件。本文将研究离散梁的广义特征值反问题，利用梁

的两个广义特征对构造离散梁的系统参数，即质量和刚度；并且进一步研究如何根据任意给定的两个广

义特征对选取最佳总质量使得构造的新系统逼近原系统，即使得模型的修正量达到最小。 
横向自由振动梁的偏微分方程模型[1]-[3]为： 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2 2 0, 0 , 0,u uH x I x x A x x L t
x x t

ρ
 ∂ ∂ ∂

+ = < < > ∂ ∂ ∂ 
 

其中 ( )A x 表示梁的横截面积， ( )H x 是梁的弹性模量， ( )xρ 是梁的密度， ( )I x 是梁关于中性轴的二次

惯性矩，常数 L 表示梁的长度。在梁的一端固定而另一端自由振动的条件下，求解上述微分方程等价于

求解广义特征值问题 

( ) 0,uλ− =K M                                       (1) 

其中 λ 是广义特征值，M 为对角线元素大于零的质量矩阵， { }1 2, , , ndiag m m m= M ， i i i im A lρ= ，K 为

对称五对角刚度矩阵， 

1 1 1

1 2 2 2

1 2 3 3 3

3 2 1 1

2 1

n n n n

n n n

a b c
b a b c

c b a b c

c b a b
c b a

− − − −

− −

− 
 − − 
 − −

=  
 
 − −
 

−  

K
   

 

, , 1 1, 12i i i i i i ia p p p+ + += + + ， , 1 1, 1 1, 2i i i i i i ib p p p+ + + + += + + ， 1, 2i i ic p + += ， ( ) 2
, 1i i i i ip k k l+= + ， ( ), 1 1 1i i i i ip k l l+ + += ，

3
i i

i
i

E I
k

l
= 并且 0ik =  ( i n> )，步长 1i i il x x −= − ，梁的总长度为

1

n

i
i

L l
=

= ∑ 。 

令 

1/2 1/2 1/2,u v− − −= =M B M KM  

则广义特征值问题即公式(1)可变化标准特征值问题 

v vλ=B                                            (2) 

梁的广义特征值反问题与最佳模型修正问题的数学描述如下： 
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问题 1 (广义特征值问题)：构造具有两个给定的广义特征对 ( ),λ x 和 ( ),µ y 的悬臂梁系统 ( ),K M 。 

问题 2 (模型修正问题)：设原梁的系统参数为 ik 和 ( )1,2, ,im i n=  ，记 ( )T
1 2, , , nm m m=m  ，

( )T
1 2, , , nk k k=k  ，( ),λ x 和 ( ),µ y 为两个给定的广义特征对。在问题 1 有解的条件下选取最佳的悬臂梁

系统 ( ), k m ，使得
2 2

22
− + −

k k m m 达到最小值。 

文献[5]中的问题BIMP要求系统的总质量是确定的，而在本文的问题1中并没有限制系统的总质量。

与文献[5]给出问题 BIMP 存在唯一解的充要条件类似，我们将给出问题 1 有解的充要条件和带参数的通

解表达式。进一步，问题 2 描述了如何在问题 1 的通解中构造与原系统参数相比修正量最小的新系统。 

2. 广义特征值问题和模型修正问题 

问题 1 是一类特殊的广义特征值反问题，我们首先给出其有解的充要条件和含参数的通解表达式。

然后在该问题有解的条件下，利用最小二乘算法求解问题 2 的最佳逼近解。 
在给出问题 1 有解判别定理之前，我们需要引入如下记号、定义和引理。不失一般性，按照等步长情形

来讨论(类似可以讨论非等步长的情形)。设两个给定的广义特征对为 ( ),λ x 和 ( ),µ y ，其中 ( )T
1 2, , , nx x x=x  ，

( )T
1 2, , , ny y y=y  。令 il L n l= = 。定义如下记号 ( )1,2, , 1i n= −  

* 2 * 2l lλ λ µ µ= =  

2 1 0 12 , 0i i i iz x x x x x− − −= − + = =  

2 1 0 12 , 0i i i it y y y y y− − −= − + = =  

* 1 2 1 1 2 3 1 1
1 1 1

1 2 1 1 2 3 1 1

n n n i n n n i i
i i n n i

n n n i n n n i i

p r r r p r r r p
g z x x x

q q q q q q q q q
λ − − + − − − + +

+ − +
− − + − − − + +

 
= + + + + 

 

 



 

 
*

1 1, , 2 , 2n n n n n n n np z q x g z s tλ − −= = = =  

* * * *, ,i i i i i i i i i i i i i i ip z s t g q x t y g r x t y zλ µ λ µ= − = − = −  

* 1 2 1 1 2 3 1 1
1 1 1

1 2 1 1 2 3 1 1

... ...
... ...

n n n i n n n i i
i i n n i

n n n i n n n i i

p r r r p r r r p
s t y y y

q q q q q q q q q
µ − − + − − − + +

+ − +
− − + − − − + +

 
= + + + + 

 


 

1 2 3 1

2 3 4 2

2
2

n n

z z z x
z z z x

z x

−   
   −   = =
   
   
   

Z X
   

，  

1 2 3 1

2 3 4 2

2
2

,

n n

t t t y
t t t y

t y

−   
   −   = =
   
   
   

   

T Y  

2.1. 广义特征值问题 

定义 1 [1]：如果一个矩阵非奇异，完全非负的且具有正的拟对角元，则该矩阵为振荡矩阵。 
定义 2 [1]： ( )ij n n

a
×

=A 的符号逆转矩阵 ( )ij n n
a

×
= A 是指其元素具有关系： ij

ji
ij aa +−= )1(~ 。 

定义 3 [1]：如果一个矩阵的符号逆转矩阵为振荡矩阵，则称该矩阵为符号振荡矩阵。 
引理 1 [2]：梁的离散模型的刚度矩阵 K 以及矩阵 B 都是符号振荡矩阵。 
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引理 2 [3]：符号振荡矩阵的特征值为互异的正实数。 
下面给出问题 1 的有解判别定理。 
定理 1：问题 1 有解的充要条件是： 
(1) 0, 0λ µ> > ； 
(2) 1 10, 0, ,n nx x y y x y≠ ≠ 的相邻的两个分量不同时为零，若某个 ( )1i i n< < 使得 0ix = 或者 0iy = ，

则 1 1 0i ix x− + < 或者 1 1 0i iy y− + < ； 

(3) 0, 0n n n nz x t y> > ， n n

n n

z y
t x

λ
µ
= ； 

(4) 0i i ip q r ≠ ，且 , ,i i ip q r 同号 ( )1,2, , 1i n= − 。 
证明：先证明必要性。假设已经存在质量参数和刚度参数 im 和 ( )1,2, ,ik i n=  使得一个离散的系统

具有两个特征对 ( ) ( ), , ,λ µx y 。下面证明特征对 ( ) ( ), , ,x yλ µ 满足定理中的四个条件。 
由定义 1，定义 2 和引理 1 知，K 是符号振荡矩阵和 M 是正定矩阵。在标准特征值问题即公式(2)中，

矩阵 B 也是符号振荡矩阵。根据引理 2，B 的特征值皆为正实数，即有 0, 0λ µ> > ，条件(1)得证；根据

文献[6]可知条件(2)成立；下证条件(3)与(4)。 
由于 ( ) ( ), , ,λ µx y 都是广义特征值问题的解，则有 

,λ µ= =Kx Mx Ky My                                 (3) 

根据上述定义的记号，从公式(3)的第 ( )1,2, , 1i i n= − 个分量可得 

2 2 1 1 1 1 2 2 ,i i i i i i i i i i i ic x b x a x b x c x m xλ− − − − + + + +− + − + =  

2 2 1 1 1 1 2 2 ,i i i i i i i i i i i ic y b y a y b y c y m yµ− − − − + + + +− + − + =  

将上式中的 , ,i i ia b c 等各个参数的表达式带入上式并整理得 

( ) ( ) ( ) *
2 1 1 1 1 1 2 22 2 2 2i i i i i i i i i i i i i ix x x k x x x k x x x k m xλ− − − + + + + +− + − − + + − + = ， 

( ) ( ) ( )2 1 1 1 1 1 2 22 2 2 2 *i i i i i i i i i i i i i iy y y k y y y k y y y k m yµ− − − + + + + +− + − − + + − + = ， 

上式记成矩阵的符号，即 
* *,λ µ= =Zk Xm Tk My                                (4) 

其中 ( ) ( )T T
1 2 1 2, , , , , , ,n nk k k m m m= = k m 。 

从公式(4)的第 n 个分量可以得到 
*

*
n n n n

n n n n

z x

t y

λ

µ

 =


=

k m

k m
                                   (5) 

由于 0, 0n nk m> > 是系统的参数，故有 0, 0n n n nz x t y> > ，再将公式(5)中的两式相比可得 

n n

n n

z y
t x

λ
µ
=  

即条件(3)得证。 
由公式(4)的第 1n − 个分量并结合公式(5)可得 

*
1 1 1 1 1 1

*
1 1 1 1 1 1

2

2
n n n n n n n n

n n n n n n n n

z k x m z k g k

t k y m t k s k

λ

µ
− − − − − −

− − − − − −

 − = =


− = =
                         (6) 

将公式(6)式看作关于未知数 1 1,n nk m− − 的一个方程组，消元，可得 
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1 1 1

1 1 1

n n n n

n n n n

r k q k
r m p k
− − −

− − −

=
 =

                                   (7) 

因为 1 10, 0n nk m− −> > 是由 nk 确定的，所以 1 1 1 0n n np q r− − − ≠ 且 1 1 1, ,n n np q r− − − 同号。根据同样的方法讨论

当 2, , 2,1i n= −  的时候，将公式(4)的第 , 1,i i n+  个分量相加在一起，得 
*

1
*

1

i i i i i i

i i i i i i

z k x m g k

t k y m s k

λ

µ
+

+

 − =


− =
                                  (8) 

于是  

1

1

i i i i

i i i i

r k q k
r m p k

+

+

=
 =

                                      (9) 

由于 0, 0i ik m> > 是系统参数，故 0i i ip q r ≠ 且 , ,i i ip q r 同号即条件(4)得证。 
下证充分性。假设特征对 ( ) ( ), , ,λ µx y 符合定理中的(1)、(2)、(3)、(4)条件，根据公式(5)，不妨令 

*
n n

n n n
n n

x q
k m m

z p
λ

= =                                   (10) 

同时取 0nm > ，那么必有 0nk > ，根据必要性的证明可知， ,n nk m 必然符合公式(5)。 
另外当 1, , 2,1i n= −  时，令 

1 1

1 2 1

1 1

1 2 1

n n i i
i n

n n n i i

n n i i
i n

n n n i i

q q q p
m m

p r r r r
q q q q

k m
p r r r r

− +

− − +

− +

− − +

 =


 =










                                (11) 

可以验证 ,i ik m 同时符合公式(6)和(8)，因此 ( ), 1, 2, ,i ik m i n=  满足公式(4)。下求 nm ，由于总质量

0W > ，即 
2 2

1 1 1
1

1 1 11 1 1

1
n n n

n n i i n n
i n n i n

i i in n i i n n

q p p q q q
W m m m m m

p r r r r p

− −
− + −

−
= = =− + −

 
= = + + = + + 

 
∑ ∑ ∑





               (12) 

故 

2
1 1 1

11 1 1

1
n n

n n i i n n

in n i i n n

Wm
q p p q q q
p r r r r p

−
− + −

=− + −

=
+ +∑ 



                           (13) 

综上，如果给定的两个特征对 ( ) ( ), , ,λ µx y 满足定理中的条件(1)~(4)，即可构造一组新的与悬臂梁的

总质量有关的系统，即问题 1 有解且通解的表达式为(10)，(11)和(13)。 
在定理 1 的证明中，我们给出问题 1 的通解表达式，其中W 为质量参数，下给出问题 1 的算法。 
算法 1：已知 ( ) ( ), , ,λ µx y 求问题 1 中新系统的参数 , k m 。 
(1) 由给定的系统物理参数 ,i ik m 生成质量矩阵 M ，刚度矩阵 K 及 B ； 
(2) 用 B 计算原系统的特征值与特征向量，任意取出两个特征对 ( ) ( ), , ,x yλ µ 计算 , , ,n n i iz t p q ，

( )1,2, , 1ir i n= − ； 

(3) 如果 0, 0n n n nz x t y> > ， n n

n n

z y
t x

λ
µ
= ， 0i i ip q r ≠ ，且 , ,i i ip q r 同号 ( )1,2, , 1i n= − ；则由上述公式(10)，

(11)和(13)计算新的系统参数 ,k m  。 
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2.2. 模型修正问题 

在问题 1 的基础上，本节讨论如何选取悬臂梁的总质量W ，使得所求出的参数 , k m 与系统原参数

,k m 误差最小。由于悬臂梁的参数 , k m 是与总质量W 有关的函数，不妨记 

( ) ( )
T T

1 2 1 2, , , * , , , , *n nk k k W m m m W= =  

   
 k m  

其中 

1 1

1 2 1

1 1

1 2 1

, 1, 2, , 1

, 1, 2, , 1

n n i i
i n

n n n i i

n n i i
i n

n n n i i

q q q p
m m i n

p r r r r
q q q q

k m i n
p r r r r

− +

− − +

− +

− − +

 = = −


 = = −




 













 

2
1 1 1

11 1 1

1 ,
1

n
n n nn

n n i i n n n

in n i i n n

q
m k m

q p p q q q p
p r r r r p

−
− + −

=− + −

= =
+ +∑



 





 

现分析如何选取W 使得
2 2

22
− + −

k k m m 达到最小值。 
问题 2 等价于求解如下最小二乘问题： 

2 2 2

2 22
min min

W W
W− + − = −

k k m m A b  

其中 

( ) ( )
T T

1 2 1 2 1 2 1 2, , , , , , , , , , , , , , ,n n n nk k k m m m k k k m m m= =  

  
   A b  

下面利用正交化算法求解该最小二乘问题。 
设 ( )m nR m n×∈ ≥A ，根据QR 分解定理[7]知 A有如下分解： 

0
 

=  
 

R
A Q ， 

其中 m mR ×∈Q 是正交矩阵， n nR ×∈R 是具有非负对角元的上三角阵。将Q 分块 

1 2
n m n

Q Q
−

 
=  
 

Q , 

并且令 
T
1 1T
T

22

,
c n
c m n

   
= =    −    

Q
Q b b

Q
 

则有 
22 2 2T T

1 22 2 22
x x x c c− = − = − +A b Q A Q b R ， 

于是 x 是 2min x −A b 的解当且仅当 x 是 1x c=R 的解。于是最小二乘问题的解可以通过求解上三角

矩阵方程组 1x c=R 得到。 
综合以上讨论，可得到正交化求解最小二乘问题的算法： 
算法 2：输入 , k m 与 ,k m ， 
(1) 根据 , k m 与 ,k m 与计算 ,A b ； 
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(2) 计算 A的QR 分解； 
(3) 计算 T

1 1c = Q b ； 
(4) 求解方程组 1x c=R 可以得到W 。 

3. 数值算例 

例 1：现有一个悬臂梁，它的总长度为 10L = ，它的单元长度为{ }10

1
1il = ，{ }10

1im ，{ }10

1ik 分别表示离

散梁的质量与刚度参数： 

{ } { }10 8
1

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 10ik = ×  

{ } { }10

1
0.01,0.02,0.03,0.04,0.05,0.06,0.07,0.08,0.09,0.10im =  

(1) 在总质量W 未知的条件下，生成新的质量和刚度参数 , k m 。 

(2) 选取合适的总质量W 使得新系统的物理参数 , k m 与原物理参数 ,k m 的误差最小。 

解： 

(1) 根据梁的模型可以得到刚度矩阵和质量矩阵分别为 
12 10 3 0 0 0 0 0 0 0
10 18 14 4 0 0 0 0 0 0
3 14 24 18 5 0 0 0 0 0
0 4 18 30 22 6 0 0 0 0
0 0 5 22 36 26 7 0 0 0
0 0 0 6 26 42 30 8 0 0
0 0 0 0 7 30 48 34 9 0
0 0 0 0 0 8 34 54 38 10
0 0 0 0 0 0 9 38 49 20
0 0 0 0 0 0 0 10 20 10

− 
 − − 
 − −
 

− − 
 − −
 =

− − 
 − − 

− − 
 − − 
 − 

K  

{ }diag 0.01,0.02,0.03,0.04,0.05,0.06,0.07,0.08,0.09,0.10=M  

第 7 阶频率对应的特征值为 1.0880e 10λ = + ，对应的模态为 

( )T2.4961, 3.2166, 1.6426,0.7349,1.9493,1.2224, 0.4865, 1.4605, 0.7758,1.0351= − − − − − −x  

第 8 阶频率对应的特征值为  2.7196e 09µ = + ，对应的模态为 

( )T1.5884,2.6721,2.6975,1.7511,0.3249, 0.9353, 1.5056, 1.1834, 0.1299,1.2686= − − − −y  

利用这两个特征对构造新的悬臂梁系统.根据算法 1，可得 

{ } { }10

1
1.6180,0.3172,0.1564, 0.9279, 0.7623, 0.2342, 0.6715, 1.0504, 0.5029,1.163ip = − − − − − − −  

{ } { }10 T 10
1

1.6180,0.3172,0.1564, 0.9279, 0.7623, 0.2342, 0.6715, 1.0504, 0.5029,1.1263 10iq = − − − − − − − ×  

{ } ( )9 T 10
1

3.2360,0.4758,0.2085, 1.1599, 0.9148, 0.2733, 0.7675, 1.1817, 0.5588 10ir = − − − − − − − ×  

经验证，满足定理 1 所需条件，可求得系统物理参数为： 

{ } { }
10 8

1
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 10ik = ×  

{ } { }10

1
0.01,0.02,0.03,0.04,0.05,0.06,0.07,0.08,0.09,0.10im =  
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该结果与原系统参数完全一致。 
(2) 根据算法 2，利用最小二乘算法，计算出悬臂梁的总质量为 

0.5500W =  

例 2：已知某系统的质量与刚度参数为 

{ } 8
1 1,1,1,1,1,3,3,3,3,3 10k = ×  

{ }1 0.0100,0.0100,0.0100,0.0100,0.0100,0.0200,0.0200,0.0200,0.0200,0.0200m =  

任取例 1 中悬臂梁系统的两个广义特征对 ( ),λ x 与 ( ),µ y ，其中 

1.0881e 010λ = +  

2.7196e 009µ = +  

( )T2.4962, 3.2166, 1.6427,0.7349,1.9493,1.2224, 0.4865, 1.4605, 0.7759,1.0351= − − − − − −x  

( )T1.5884,2.6722,2.6976,1.7511,0.3250, 0.9354, 1.5057, 1.1835, 0.1299,1.2686= − − − −y  

利用这两个特征对去逼近原系统，生成一个新系统的物理参数为 

{ } 8
3 0.3506,0.7013,1.0519,1.4026,1.7532,2.1038,2.4545,2.8051,3.1558,3.5064 10k = ×  

{ }3 0.0035,0.0070,0.0105,0.0140,0.0175,0.0210,0.0245,0.0281,0.0316,0.0351m =  

并且求得的最佳总质量为  0.1929W = ，此时新系统与原系统的误差达到最小。 

4. 结论 

本文以悬臂梁为背景，给出一类广义特征值反问题有解的充要条件和通解表达式；提出最佳模型修

正问题，并利用最小二乘算法求出最佳模型的质量参数。通过算例验证了算法的可行性。所得结论对解

决实际工程问题具有一定的指导意义。 
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