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Abstract 
The paper discusses the dynamical behaviors of a discrete-time SI epidemic model. The local sta-
bility of the disease-free equilibrium and endemic equilibrium is obtained. It is shown that the 
model undergoes Flip bifurcation and Hopf bifurcation by using center manifold theorem and bi-
furcation theory. So it exhibits the complex dynamical behaviors. These results reveal far richer 
dynamical behaviors of the discrete epidemic model. 

 
Keywords 
Discrete-Time SIR System, Flip Bifurcation, Hopf Bifurcation, Chaos, Random Parameter 

 
 

一类离散SIR流行病模型的分岔和混沌分析 

庞  琴，张建刚，邓  田，殷  俊，卢加荣 

兰州交通大学数学学院，甘肃 兰州 
 

 
收稿日期：2016年7月28日；录用日期：2016年8月19日；发布日期：2016年8月22日 

 
 

 
摘  要 

本文讨论了离散模型的动力学行为。得到无病平衡点和地方病平衡点的局部稳定性。结果表明，利用中
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心流形定理和分岔理论，模型存在Flip分岔和Hopf分岔。因此，表现出复杂的动力学行为，这些结果揭

示了离散模型的更丰富的动力学行为。 
 
关键词 

离散SIR模型，Flip分岔，Hopf分岔，混沌，随机参数 

 
 

1. 前言 

几个世纪以来，传染病一直以战争和饥荒为主要挑战人类的进步和生存[1]。第十四世纪的黑人死亡，

1918 人的 1920 次流感疫情至少造成 1 亿人死亡[2]。自 1981 以来，艾滋病作为一个全球杀手已经威胁到

世界的健康，特别是在发展中国家[3]。2003 年非典的到来对世界有一定影响[4]。因此，人们已经进行了

许多研究为了更好地了解疾病的发病机制，并进一步控制疾病。研究了利用时间序列模型在[5]中的麻疹

流行动态。[6]和[7]中得到的传染病模型的倍周期分岔和混沌。然而，关于随机和混沌性质的儿童疾病，

最激烈的讨论发生在上世纪 90 年代初[8]。Nowak 和 May [9]中建立数学模型被用来理解现象艾滋病的发

病机制，非线性在免疫细胞的病原体和种群之间的相互作用的内在。[10]研究了人类免疫缺陷病毒与人体

免疫系统相互作用模型中的混沌动力学模型，一般说来，在流行动态模型理论中有 2 种数学模型：微分

方程描述的连续时间模型和差分方程描述的离散时间模型。近年来，对离散时间模型的关注越来越受到

关注，已经大量的研究了离散时间模型[11]-[15]。在这些文献中，主要的研究方案如下：基本再生数的计

算，局部稳定性和全局稳定性的无病平衡的存在，局部稳定性和全局稳定性的地方性平衡。作者讨论了

[16]-[18]平衡点的稳定性。稳定的振荡已经[19] [20]特别是，我们的研究表明，积分步长对离散的非线性

动力行为 SIR 系统积分步长时考虑作为分岔参数。当局部和全局稳定性在离散时间 SIR 系统。本文的概

述如下，在第 2 部分中，我们给出了离散时间 SIR 系统。在第 3 部分中，条件的 Flip 分岔和 Hopf 分岔

系统(3)是通过利用中心流形定理和分岔理论。 

2. 离散的 SIR 系统 

指出每个国家或城市有最大容量治疗一种疾病，Li 和 wang [21]。介绍了治疗功能为了描述治疗饱和

水平。在[21]中研究的模型如下形式： 

( ) ( )
( )

,
S A dS SI
I SI d I T I

R I T I dR

λ

λ γ ε

γ

 = − −


= − + + −
 = + −



                               (1) 

其中 ,S I 和 R 表示敏感的数量、感染、个人恢复。 ( )T I 是治疗速度函数，感染的数量低于一个常数固定

能力者的人数比例是恒定时感染者数大于能力的人数。对于系统(1)，Wang [9]表明，如果能力是小的，

存在一个落后的分支，并存在双稳态特有的平衡，如果能力很低存在阿拉伯学者地方病平衡。类似的模 

型在 Zhang 和 Liu [4]中作者以饱和处理函数为 ( )
1

rIT I
aI

=
+

表明，医疗条件是有限的，越来越多的受感 

染的个人。在大多数的研究中区划的模型都是由假设总人口是一个常数或满足指数增长[1] [4] [9]。更合

理的假设给定地区遵循物流增长的人口由于拥挤和有限的资源。流行病模型与物流或广义物流人口结构

都进行了广泛的研究([14])。然后模型研究采用以下形式： 
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( )

,

S S A S kIS
rII kIS I

a I
rIR R

a I

µ

µ


= − −


 = − − +
 = − +







                                  (2) 

其中 ,S I 和 R 定义如(1).一个是没有疾病的承载能力，和 µ 是自然死亡率的人口。 k 和 r 分别感染系数和

治愈率， a 存在测量的影响的程度存在延迟治疗感染，所有的参数都是正数。 
在进入细节之前，我们简化模型。自前两个方程(2)第三个是独立及其动态行为是微小的，当 ( )0 0I t =

且 0 0t > ，只要考虑前两个方程。因此，我们简化模型： 

( )S S A S kSI
rII kSI I

a I
µ

 = − −



= − − +





                                  (3) 

应用欧拉离散方法转化系统(3)，我们获得以下的离散时间系统 

( )
:

S S A S kSIS
F rII I kSI I

a I

δ δ

δ δµ δ

+ − − 
   →   + − −   

+ 

                           (4) 

其中δ 是积分步长 
系统的不动点(3)满足下列方程 

( )S S S A S kSI
rII I kSI I

a I

δ δ

δ δµ δ

= + − −



= + − − +

                               (5) 

正不动点的，我们只需要考虑下列方程的正解 S 和 I 。 

( )2 0S ak A S a A r
k k

A SI
k

µ µ  − + + + + + =   


− =

                          (6) 

因为数量和离散时间系统的不动点的稳定性的相同，为了简单起见，相应的数字和命题不动点的稳

定性系统中可以找到 

3. 分岔 

在本节中，我们主要 flip 分岔和 Hopf 分岔系统(3) 

3.1. Flip 分岔 

下面分析 Flip 分岔 µ 被选为分岔参数。对于不动点 ( )0 0 0,E S I 系统的 Jacobian 矩阵给出了如下： 

( )

( )

0 0 0

0 0 2
0

1 2

1

A S kI kS
raJ kI kS

a I

δ δ
δδ δµ δ

 + − −
 

=  + + −
 + 

                     (7) 

Jacobian 矩阵的特征方程可以写成 
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( ) ( )2
0 0 0p S q Sλ λ+ + = ，                               (8) 

其中使用 ( )0 0 01I R S= − ， ( ) ( )0 0, p S q S 被给出 

( ) ( )
( )0 0 2

0

2 1 raP S k S
a I
δδµ δ= − + + − +
+

 

( ) ( )
( )

2
0 0 0 0 0 2

0

1raq S S kAS kS S
a I

µ δ µ δ
 
 = − + − − − +
 + 

                   (9) 

( ) ( )
( ) ( )

0 0
0 2

0 0

4 2

2

kAS a I ra

a I S

δ δ
µ

δ δ

− + −
=

+ −
                             (10) 

由于 0 0Sδ ≠ 然后不动点 ( )0 0 0,E S I 的特征值是 

( ) ( )
( )1 2 0 0 2

0

1, 1 3 1 rap S k S
a I
δλ λ δµ δ= − = − = − − − −
+

                   (11) 

让 0 0,X S S Y I I= − = − 和 *
0µ µ µ= − 。我们变换不动点 ( )0 0,S I 到原点，考虑的参数 *µ 的变量，系统

(3)变成 

( ) ( )

( )

0 0 0
* *

*
0 0 0

0

X X X S A X S kY kI

Y rY Y I kX kS
a X I

δ
µ µ

δ µ µ

 
 

+ + − − − −   
   → −         + + + − − −   + +  

                  (12) 

之后泰勒展开式对第一和第三个方程的右边，然后映射如下 

( )

( )

*
111 13

* *

*
31 32 33 2

, ,0
0 1 0 0

, ,

F X YX a a X

Y a a a Y F X Y

µ

µ µ

µ

             → − +                  

                       (13) 

其中 

( ) ( )* 2 3 2
1 0

1 1 1, , 0 4
2 3 2

F X Y S X kXY X X Yµ δ δ δ= − + − +  

( ) ( )
( ) ( )

( )* 2 * 3
2 3 4

0 0

1
, , 0 4

2
k ra raF X Y XY Y Y Y

a I a I
δ δ δµ δ µ

− +
= + − − +

+ +
            (14) 

其中 11 33 2 0a a+ + ≠ ，我们构建一个可逆矩阵 

( )

( )

11 13 11

11 11 33

12

11 11 22
11 11 11

13

0
2

0 0

a a a
a a a

T
a

a a
a a a

a
λ

 
 
 
 + +
 = −
 
 − − − − 
 

 

如下变换 
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*

X
T

Y

η
µ β

γ

   
   =   
   
   

                                    (15) 

映射变成 

( )

( )

1

2 2

1 0 0 , ,
0 1 0 0
0 1 , ,

f

f

η µ µ β γ
β β
γ λ γ µ β γ

−      
     → − +      

            

                        (16) 

其中 

( ) ( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

2 22 11 2 11
1 0 3

11 13 2 11 13 2 11 2 11 0 2

2 11* 3 22 11

11 2 11 13 2 11 13 2

43 *
4

11 0 2

1
, ,

1 2 1 2 1 1

1 3 1 2 1

0
1

ka a raf S X k XY Y
a a a a a a a I

a aY X k X Y
a a a a a

ra Y X Y
a a I

δλ λ δη β γ δ δ
λ λ λ λ

δ λ λδ µ δ
λ λ λ
δ µ

λ

 −− −
= − − +  + + + + + 

− −
+ + +

+ + +

 − + + + 
 + +

 

( ) ( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )

( )
( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

132 21311 11
2 0 3

11 2 11 2 11 2 11 0 2

11 11* 3 213

11 2 11 2 11 2

43 *13
4

0 11 2

11 1, ,
1 2 1 2 1 1

1 1
1 3 1 2 1

0
1

a k raaa af S X k XY Y
a a a a a I

a aa Y X k X Y
a a a

raa Y X Y
a I a

δ δη β γ δ δ
λ λ λ λ

δδ µ δ
λ λ λ
δ µ

λ

 −+ +
= − + +  + + + + + 

+ +
− + +

+ + +

 − + + + 
 + +

    (17) 

通过中心流行理论，稳定性 ( ) ( ), 0, 0η γ = 和 0β = 通过研究中心流形上的单参数的映射，可以写成： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) }{ 30 , , | , , 0, 0 0, 0,0 0cW R h h Dhη β γ γ η β= ∈ = = =  

猜想 ( ),h η β 是下列形式 

( ) ( )( )32 2
1 2 3, 0h b b bη β η ηβ β η β= + + + +                         (18) 

比较系数，得 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2 2
11 11 13 11 11 13

1
2 2 2 2

2 1 2 1
1 1 ) 2 1 1

k ra a a a k a a a
b

δ δ δ δ
λ λ λ λ

+ + + − +
= +

+ − + −
 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2
11 13 11 33 1111 13 11 11 13

2
2 2 2 2 32 2 2

1 21 2 1
1 1 1 1 1 1

a a a a ak a a k ra a a a
b

a
δδ δ

λ λ λ λ λ λ
+ + +− − +

= + −
+ − + − + −

          (19) 

( ) ( )
( )

( ) ( )
11 13 33 1111 13

3
2 2 32 2 2

2
1 1 1 1

a a a araa ab
a
δδ

λ λ λ λ
+ +

= +
+ − + −

 

因此，限制映射到的中心流形 

( )( )3* 2 2 3 2 2 3
1 2 3 4 5 6 7: 0F h h h h h h hη β η ηβ β η η β ηβ β η β− + + + + + + + + + +           (20) 
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( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

2 2 2
11 11 2 11 13 11 1111 13 2 11 11 11

1 0 3
2 11 13 2 2 0 2

2 2
11 11 11 13 11 11 11 2 11 11 13

2 3
32 2 32 2 20 2

11
3 3

0 2

1 1
,

1 1 2 1 1

2 2 1
,

1 1 2 11

1

a a a a a aa a a raa a
h S k

a a a I

a a a a ra a a ka a ka a
h

a aa I

raah
a I

λ δλ δ
δ δ

λ λ λ λ

δ δ δ λ δ
λ λ λλ

δ
λ

− − − − − −− +
= + + +

+ + + + +

+ + + − − − −
= + − +

+ + ++ +

= −
+ +

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

11 11 13

32 2

232 2 2
11 13 2 11 11 1111 13 2 11 11 11

4 0 4
2 20 2

22 2 2
11 11 11 11 11 11

5 6 73 4 4
0 2 0 2 0 2

2
,

1

1
,

3 1 2 11

3 3
, , .

1 1 1

a a a
a

ka a a a aa a a raa a
h R k

a I

ra a a raa a a raah h h
a I a I a I

δ
λ

δ λδ λ δ
δ

λ λλ

δ δ δ
λ λ λ

+ +
+

− − −− +
= + +

+ ++ +

− + +
= = =

+ + + + + +

    (21) 

如果映射(23)满足 Flip 分岔，它一定满足下面的条件 

( )

* 2 * 2 *

1 2
0,0

2 0F F Fα
β η βη

 ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ≠ ∂ ∂ ∂∂ 

， 

和 

( )

22 * 3 *

2 2 3

0,0

1 1 0
2 3

F Fα
η η

  ∂ ∂ = ⋅ + ⋅ ≠ ∂ ∂   
 

其中 

( )1 1 22 0h hα = + ≠  

( )2
2 1 42 0h hα = + ≠                                   (22) 

其中 1 2,h h 和 4h 与上面相同，总结以上分析为以下的命题。 
命题 1. 如果条件(10)与 11 33 2 0a a+ + ≠ ， 1 0α ≠ 和 2 0α ≠ 满足，当参数δ 在一个小的领域内变化时，

系统(3)在不动点 ( )0 0 0,E S I 发生 Flip 分岔，如果 ( )2 0 0α > < ，那么不动点 ( )0 0 0,E S I 分叉出稳定(不稳定)
的 2-周期轨。 

3.2. 霍普夫分岔 

我们下给霍普夫分岔的生存条件霍普夫分岔用定理 *µ 被选作为分岔参数的地方。 
特征方程的特征值 

( ) ( ) ( )2

1,2

4
2

p p qδ δ δ
λ

− ± −
= ， 

其中 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

22 2 2 2 2 2
0 0

22 2 2 2
0

4 2 2
0 0 0

4 1 2 2

2 12

p q k S kS A

raS kr a ra
a I a I a I

δ δ δ µ δ δ µ

δδ δ µ

− = + − + −

−
+ − −

+ + +

                   (23) 

特征值 1 2λ，是复数共轭 ( ) ( )2 4 0p qδ δ− < ，其中 
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( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

22 2 2 2
2 02 2 2 2 2

0 0 4 2 2
0 0 0

2 121 2 2 0
raS kr a rak S kS A

a I a I a I
δδ δ µδ µ δ δ µ

−
+ − + − + − − <

+ + +
        (24) 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 * * 2 *2
0*

1,2 1 2
0 0

4
,

2

rakS S
p i q pa I

i
S kAS

µ
δ δ δ

δ λ α α
µ

− − −
− ± −+

= = = ±
−

       (25) 

( ) ( )
( )

*
* * *

0 2
0

2 1 rap k S
a I
δδ δ µ δ= − + + − +
+

                        (26) 

( ) ( )( ) ( )
( )

*

1
1,2* * *2

1,2 0 0

d 1, 0
d 2

q d S kAS
δ δ

λ δ
λ δ δ δ µ

δ =
= = = − ≠                (27) 

此外， ( )* 0,1p δ ≠ 因此 

( )
*

0 0 2
0

2,3,rakS S
a I

δ µ
 
 − − − − ≠
 + 

                           (28) 

我们得到 1,2 1, 1, 2,3, 4n nλ ≠ = 。 

我们转换稳定点 ( ) ( )( )* *
0 0 0,E S Iδ δ 到原点，变成 ( ) ( )* *

0 0,X S S Y I Iδ δ= − = − 。转换后，映射(3)

变成 

( )
( )

11 13 1

31 33 2

,
:

,
a a F X YX X

G
a a F X YY Y

     
→ +      

      
，                        (29) 

( ) ( )* 2 * * 3 2
1 0

1 1 1, 0 4
2 3 2

F X Y S X kXY X X Yδ δ δ= − + − +  

( )
( )

( ) ( )
( )

* * *
2 * * 3

2 3 4
0 0

1
, 0 4

2

k ra raF X Y XY Y Y Y
a I a I

δ δ δδ µ
− +

= + − − +
+ +

             (30) 

让 13

1 11 2

0a
T

aα α
 

=  − − 
使用变换

X U
T

Y V
   

=   
   

映射变成 

( )
( )

1 2 1

2 1 2

,
,

G U VU U
G U VV V

α α
α α

−      
→ +      

      
，                         (31) 

( ) ( )
*

2 * * 3 20
1

13 13 13 13

1 1 1, 0 4
2 3 2

SG U V X kXY X X Y
a a a a
δ δ δ= − + − +  

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )

** * *
0 1 11 1 112 2

2 3
2 13 2 13 2 2 0

* * *
1 11 3 2 * 31 11

4
2 13 2 13 2 2 0

1
,

2 2

0 4
3 2

kS a k a raG U V X XY Y
a a a I

a a raX X Y Y Y
a a a I

δδ α δ α δ
α α α α

δ α α δ δµ
α α α α

 − +− − = − + −
  + 

− −
+ − + + +

+

        (32) 

接下来，我们计算 Hopf 分岔的稳定系数的方法。稳定系数给出如下： 

( ) ( )222
11 20 11 02 21

1 2 1Re Re ,
1 2

l
λ λ

ξ ξ ξ ξ λξ
λ

 −
= − − − + − 

                   (33) 
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其中 

( ) ( )20 1 1 2 2 2 1
1 2
8 UU VV UV UU VV UVG G G i G G Gξ  = − + + − − ， 

( ) ( )11 1 1 2 2
1
4 UU VV UU VVG G i G Gξ  = + + + ， 

( ) ( )02 1 1 2 2 2 1
1 2 2
8 UU VV UV UU VV UVG G G i G G Gξ  = − − + − +  ， 

( ) ( )21 1 1 2 2 2 2 1 1
1

16 UUU UVV UUV VVV UUU UVV UUV VVVG G G G i G G G Gξ  = + + + + + − −  ，         (34) 

其中 

( ) ( )( )2* * *2 2 **3 2 3
0 2 0 1 0 00

1 1
13 13 13

1 22,
2UV UU

k kS k S A S kIk SG G
a a a

δ δ α δ α δδ − − − −
= = −  

( )( )*4 3 3 *2 2 2 * *2 2 2
0 0 1 0 0 0 2

1 1
13 13

2 3 1 2
,

2UUU UUV

k S k S A S kI k SG G
a a

δ δ α δ δ α− − − − −
= =  

( ) ( ) ( )( )

( )
( )( )

* 2 **2 2*3 2 3
00 1 11 *0

2 1 0 02
2 13 2 132 13

*
2*

1 0 03
2 0

12 1 2

1 2

UU

k Sk S ak SG A S kI
a aa

ra A S kI
a I

δ δδ αδ α δ
α αα
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命题 2. 如果条件(25)，(27)和(28)以及(33)需要满足 0l ≠ ，当参数δ 在一个小的领域内变化时，系统

(3)在不动点 ( )0 0 0,E S I 发生 Hopf 分岔，如果 ( )0 0l > < ，那么不动点 ( )0 0 0,E S I 分叉出吸引(排斥)的不变

闭曲线。 

4. 结论 

在这篇文章中，我们研究 Flip 分岔、Hopf 分岔和混沌对于离散的 SIR 系统动力学行为。通过使用中

心流行理论和分岔理论，已经证明了离散的系统存在 Flip 分岔和 Hopf 分岔，以及 Filp 分岔和 Hopf 分岔
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存在条件给出了。然而离散混沌动力学系统仍然需要更深入的研究。在现实世界中，许多传染性疾病表

现出季节性波动，如麻疹、百日咳、流行性感冒、水痘、狂犬病(8、9)。基于 Hopf 分叉时期的研究解决

方案，这些结果可能会提供一些新见解的季节性疾病的暴发。在未来，我们还将研究是否时间延迟扩散

诱发疾病的季节性断裂结合实际数据。 
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