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Abstract 
This paper mainly investigates the stability and Hopf bifurcation in a delayed epidemic model 
system with double epidemic hypothesis. We study the stability of the unique positive equilibrium 
for the system under different conditions. By analyzing the distribution of characteristic roots of 
corresponding linearized system, we obtain the conditions for keeping the system to be stable. 
Moreover, it is illustrated that the Hopf bifurcation will occur when the delay passes through a criti-
cal value. Then we use the MATLAB numerical simulations for justifying the theoretical results. 
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摘  要 

本文主要分析带有时滞影响下的双传染病假设模型的稳定性及Hopf分岔，研究了不同情况下的系统唯一

的正平衡点的稳定性，并通过分析相应线性系统的特征根的分布，得到了使得系统平衡的条件。然而，

当时滞的值通过一个临界值的时候，Hopf分岔就会发生。最后, 运用MATLAB数值模拟去验证得到的理

论结果。 
 
关键词 

双传染病假设模型，时滞，稳定性，Hopf分岔 

 
 

1. 引言 

在近几年，对于传染病的研究吸引了大量学者的研究，并且运用数学模型建立了很多传染病模型

[1]-[6]，比如一些经典的模型，HIV 模型。在文献[7]中将饱和治愈函数引入带有饱和发病率的传染病模

型，他们对于无病平衡点和地方病平衡点的存在性和全局渐近稳定性提供了充分条件。另外，在文献[8]
中，研究了结合免疫应答的 HIV 模型的稳定性及其分岔现象，借助于数学分析，他们从一个出现向后的

分岔曲线感染平衡并且可以连续到基本再生数小于整体的地方找到了一种新的分支。在这项研究之前，

文献[9]在 HIV 模型中引入了两个时滞τ ，他们假设病毒的产生发生在病毒完全进入感染体之后，因此，

病毒生产细胞的补充时间 t 是由新感染细胞的时间 t τ− 组成，并在时间 t 上仍然存活。接着，他们运用

Beretta 和 Kuang 介绍的分析方法获得了 Hopf 分岔存在的充分条件。同样的，在文献[10]中作者研究了带

有恒定时滞的 SIS 传染病模型，在这篇文章中，还采用了微分不等式和一些新颖的方法研究地方病平衡

点稳定性。但是在文献[11]中，建立了随机的 SIS 传染病系统，给出了在灭绝和持续生存之间平衡的充分

条件，并找到了一个阈值，使得白噪声强度充分小，随机因素不影响系统的稳定性。 
一些普遍的传染病模型都建立了一种疾病与总体之间的关系，而在文献[12]中给出了一种双传染病假

设的 SIS 模型，即存在两种病毒 A 和 B，每一种病毒都是平行感染，并且已受病毒 A 感染的细胞可以免

受病毒 B 的感染。 
通常来讲，时滞在生物系统中是相当常见的现象[13] [14] [15] [16]，对于病毒感染过程也是一样。事

实上，在本文中，受感染者具有自我恢复能力和人工治愈的恢复期，不同疾病感染者有不同的能力和时

间。所以，在本文中，我们引入了两个不同的时滞，然后通过系统的特征方程及其特征值的性质，来研

究系统平衡点处的稳定性和 Hopf 分岔及其周期解的存在性，最终得到时滞的一个临界值，从而得到发生

Hopf 分岔的条件。 

在这篇文章中，在一个双传染病假设的 SIS 模型中引入了两个不同的时滞， 
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 = − + + −
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                    (1) 

其中 ( )S t 表示易感染病毒人群的数量， 1I 和 2I 分别是在时间 t 内被病毒 A 和病毒 B 感染的人群，易受感
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染的人群规模是一个常数 A 。 1β 和 2β 是接触率， d 是自然死亡率， 1α 和 2α 是疾病的死亡率， 1r 和 2r 分

别是两种疾病的治愈率， ( ) ( ) ( )1 1 1 1S t I t a I tβ + 和 ( ) ( ) ( )2 2 2 2S t I t a I tβ + 表示两种传染病的发病饱和率，1τ
和 2τ 分别表示两种疾病的自我恢复能力和人工治愈的恢复期。 

2. 平衡点及局部稳定性 

下面将会提供一些基本的引理及双传染病模型稳定性和发生 Hopf 分岔的主要结论。 
系统(1)存在平衡点 ( )* * * *

1 2, ,E S I I=  
其中 

( ) ( )
( ) ( )

1 1 2 2*

1 1 2 2

1 1 2 2

A a d a d
S

d d
d

d r d r

α α
β α β α

α α
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=
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d d r d d
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当且仅当 

( ) ( ) ( )1 1 1 1 2 1 2 2 1 0A a d d r d a aβ α α β β− + + + + − > ， ( ) ( ) ( )2 2 2 2 1 2 1 1 2 0A a d d r d a aβ α α β β− + + + + − >  

时，系统(1)有唯一的正平衡点
*E 。 

接着，运用如下线性化转换式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )*
1 1 1 2 2 2, ,S t s t S I t i t I I t i t I∗ ∗= − = − = −  

最终系统变成如下系统(2) 
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1 2 1 3 2

1
1 2 1 1 3 2

2
1 2 1 3 2 2

d
d
d
d
d
d

S A S t A I t A I t
t
I B S t B I t B I t
t
I C S t C I t C I t
t

τ

τ

 = + +

 = + − +



= + + −

                           (2) 

其中 
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运用 Maple 可以得到如下超越特征方程
 

( ) ( ) ( ) ( )1 21 23 2 e e e 0A B D C E F G H λ τ τλτ λτλ λ λ λ λ λ − +− −+ + + + + + + + =              (3)
 

若 1 2 0τ τ= = ，(3)式变为 

( )3 2 0A B D E C F Hλ λ λ+ + + + + + + =                           (4) 

其中 

( )1 1 3 2 1 3 2 1 1 2, , ,A A B C A A B C A B C D A B= − = − + = =  

1 3 2 1 3 2 3 1 2 3, , ,E A C F A B C G B C H A B C= = = = −  

则当且仅当 0A > 和 ( )A B D E C F H+ + > + + 时，方程(4)的所有根有负实部，所以系统在平衡点

( )* * * *
1 2, ,E S I I= 处局部渐进稳定。 

3. Hopf 分岔的存在性 

1) 当 1 20, 0τ τ≠ = 时。 
设 ( )0iλ ω ω= > 是方程(3)的一个根，代入可得 

( ) 13 2
11 12 13 e 0A A F A A λτλ λ λ λ −+ + + + + =                          (5) 

其中 11 12 13, ,A B E A G D A C H= + = + = +  
分离实部与虚部，可得 

2
13 1 12 1

3
13 1 12 1 11

cos sin

sin cos

A A A F

A A A

ωτ ω ωτ ω

ωτ ω ωτ ω ω

 − = −

− + = −

                          (6) 

从上式可得 

( ) ( )

( )

3
12 13 11 13 12

2 2 2
12 13

4 2
12 13 11 12 13

2 2 2
12 13

sin

cos

A A A A A A F
A A

A AA A A A F
A A

ω ω
ωτ

ω

ω ω
ωτ

ω

+ − −
= −

+

− + + −
=

+

                        (7) 

进而上式可化为 
8 6 4 2

1 1 1 1 1 0M N P Q Kω ω ω ω+ + + + =                             (8) 

其中 
2

1 12M A= ， 2 2 2 2
1 12 13 12 112N A A A A A= + − ， 

4 2 2 2 2 2 2
1 12 13 11 12 13 11 122 2P A A A A AF A A A A= − − − + +  

2 2 2 2 2 2 2
1 13 12 12 11 13 132 2Q A A A F A A AA F= − + + − ， 2 2 4

1 13 13K A F A= −  

令 2z ω= ，有 
4 3 2

1 1 1 1 0M z N z P z Q z k+ + + + =                               (9) 

令 ( ) 4 3 2
1 1 1 1H z M z N z P z Q z k= + + + + 。 

通过分析方程(9)，当 ( )H +∞ = +∞时，若有条件 1： ( )0 0H < ，此时方程(9)至少有一个正根，假设

(9)式有 4 个正根分别为 1 2 3 4, , ,z z z z ，则方程(8)也有 4 个正根为 , 1, 2,3, 4k kz kω = = 。 
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从方程(7)，定义如下式子 

( ) ( )4 2
12 13 11 12 13

2 2
12 13

1 arccos 2 π , 1, 2,3, 4; 0,1,2,j
k

A AA A A A F
j k j

A A
ω ω

τ
ω ω

 − + + − = + = = 
+  



 

则 iω± 是方程(5)的一对纯虚根 

令
( )

{ } { }0
10 1,2,3,4minj

k kkτ τ τ∈= = ，通过以上的分析，可以得到以下引理。 

首先，令 

( ) ( )
( )

12 2
11 12 11 1 1 11

2
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:
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R I

A A A A A A

i A A A

P P

λτ

λ ω
λ λ ω ωτ ω ωτ

ω ωτ ω ωτ

−
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2 2 2
12 13 12 13 : R Ii

A A A iA Q Q
λ ω

ω ω ω
=

 + = − + = +   

假设条件 2： 0R R I IP Q P P+ ≠ 。 

引理 1：令 ( ) ( ) ( )iλ τ α τ ω τ= + 是方程(5)的根，且满足在 1 10τ τ= 附近，有 ( )10 0α τ = 和 ( )10 0ω τ ω= 则

如下式子成立 

( )

1 1
1

d Re
0

d
kτ τ

λ τ
τ

=

 
≠ 

 
 

证明  将 ( ) ( ) ( )iλ τ α τ ω τ= + 代入方程(5)，且对τ 进行两边求积分，可以得到 

( )
( )

121
11 12 1

12 13

3 2 ed
d

A A A
A A

λτλ λ τλ
τ λ λ λ

−− + + +  = −  + 
 

则 

( ) ( )
( )
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11 12
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3 2 ed Re
Re

d
R R I I

R I
i i

A A A P Q P P
A A P P

λτ
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因此，若条件 2 成立，则 

( )

1 1
1

d Re
0

d
kτ τ

λ τ
τ

=

 
≠ 

 
 

证毕。 
综上所述，可以总结出如下定理。 
定理 1：对于系统(2)，如下结论成立 
假设条件 2 成立，当 1τ 从 0 开始变化时，存在一个临界值 10τ ，使得当 [ )1 100,τ τ∈ 时，系统在正平衡

点
*E 处局部渐进稳定，当 1 10τ τ> 时不稳定。因此，当 1 10τ τ= 时，系统(1)在正平衡点

*E 处发生 Hopf 分岔。 
2) 当 1 2 1 2, 0, 0τ τ τ τ≠ > > 时。 

前面已经分析了 1τ 的稳定性，所以当存在双时滞影响的时候，需要在 1τ 处于它的稳定区间的前提下，

即 [ )1 100,τ τ∈ ，令 2τ 为一个参数。因此，此时的超越特征方程即为方程(3)。 
令 iλ ω= 是方程(3)的一个根，代入且分离方程的实部与虚部可得 
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( ) ( )

( ) ( )

1 1 2 1 1 2

2
1 1

1 1 2 1 1 2

3
1 1

sin cos sin cos sin cos

sin cos
sin cos sin sin cos cos

cos sin

E H G F H G
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ω ω ωτ ωτ
ω ωτ ωτ ωτ ω ωτ ω ωτ ω

ω ω ω ωτ ωτ

− + + + +

= − −
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          (10) 

消去 2τ ，方程(10)变成如下形式 
( ) ( ) ( )1 2 1 3 1cos sin 0y y yω ω ωτ ω ωτ+ + =                          (11) 

假设条件 3：方程(11)有至少有限个正根为 kω ，所以存在一个序列 ( ){ }2 , 1, 2,j
k jτ = ，使得方程(10)

成立。 
由方程(10)，定义 

( ) 1
2

2

1 arccos 2 π , 1, 2, , ; 0,1, 2,j
i

i

j i k jψτ
ω ψ

 
= + = = 

 
 

 

其中 

( )
( ) ( )

2
1 1 1 1 1
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( ) ( )2 2
2 1 1 1 1cos sin sin cosF H G E H Gψ ωτ ω ωτ ω ωτ ω ωτ= + + + − +  

则当 ( )
2 2

j
iτ τ= 时， iω± 是方程(3)的一对纯虚根。 

令
( ){ }20 2min 1, 2, , ; 0,1, 2,j
i i k jτ τ= = =  ，当 20τ τ= 时，方程 (3)有一对纯虚根 iω± ，因此，当

[ )1 100,τ τ∈ 时，可以总结出以下引理。 

引理 2：令 ( ) ( ) ( )iλ τ α τ ω τ= + 是方程(3)的根，且满足在 20τ τ= 附近，有 ( )20 0α τ = 和 ( )20 0ω τ ω= 则

如下式子成立 

( )

2 2
2

d Re
0

d
iτ τ

λ τ
τ

=

 
≠ 

 
 

证明  首先将方程(3)对 2τ 进行两边求积分，可以得到 
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2*

2
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2

d Re
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R R I I
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P Q P P
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τ τ
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( ) ( )2 2 1 2 1 2cos sin cos sinRP F E H Gωτ ω ωτ ω τ τ ω ω τ τ= + + + + +  

( ) ( )2 2 1 2 1 2cos sin cos sinRP E F G Hω ωτ ωτ ω ω τ τ ω τ τ= − + + − +  

如果条件 4： 0R R I IP Q P P+ ≠ 成立，则有 

( )

2 2
2

d Re
0

d
iτ τ

λ τ
τ

=

 
≠ 
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证毕。 
所以根据偏微分方程的一般 Hopf 分岔定理[17] [18]，可以得到如下定理 

定理 2 对于系统(1)，若条件 3 和条件 4 成立，且 [ )1 100,τ τ∈ 。 
i) 当 [ )2 200,τ τ∈ 时，系统(1)在正平衡点 *E 处是局部渐进稳定的，当 2 2*τ τ> 时趋于不稳定。 
ii) 当 2 20τ τ> 时，系统(1)在正平衡点 *E 处发生 Hopf 分岔。 

4. 数值模拟 

在这一节中，我们给出具体的数值模拟结果来对前面分析的结果进行说明，对于系统(1)，将参数赋

予以下值， 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2
1 2

1 2

1
1 1 1

1

2
2 2 2

2

0.7 0.8
4 0.25 0.1 0.2

10 10

0.7
0.25 0.4 0.1

10

0.8
0.25 0.3 0.2

10

S t I t S t I t
S t S t I I

I t I t

S t I t
I t I t

I t

S t I t
I t I t

I t

τ

τ


= − − − + +

+ +
 = − + + −

+

 = − + + −
 +







               (12) 

通过系统(12)可求得正平衡点为 ( )* 10.739,0.346,1.824E 。 
首先，当 2 0τ = ， 10 1τ = 时，可以得到相应的时间响应图，如图 1 所示。 

 

 
(a) 

 
(b) 

Figure 1. The positive equilibrium of system (1) is locally asymptotically stable when 1 100.5 1τ τ= < =  (Fig-
ure 1(a)), the hopf bifurcation will occur in the equilibrium of system (1) when 1 101.5 1τ τ= > =  (Figure 
1(b)), where initial value is “10, 10, 0. 1” 
图 1. 当 1 100.5 1τ τ= < = 时，系统(1)在正平衡点处呈现局部渐进稳定的(如图 1(a))，当 1 101.5 1τ τ= > = 时，

系统(1)在平衡点处发生 Hopf 分岔(如图 1(b))所示，其中初值为“10, 10, 0. 1” 
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(a)                                        (b) 

Figure 2. The positive equilibrium of system (1) is locally asymptotically stable when 
1 2 401, 1.7 1.75τ τ τ= = < =  (Figure 2(a)) , the hopf bifurcation will occur in the equili-

brium of system (1) when 1 2 401, 2 1.75τ τ τ= = > =  (Figure 2(b)) , where initial value is 
“11, 0. 1, 1” 
图 2. 当 1 2 401, 1.7 1.75τ τ τ= = < = 时，系统(1)在正平衡点处呈现局部渐进稳定的(如图

2(a))，当 1 2 401, 2 1.75τ τ τ= = > = 时，系统(1)在平衡点处发生Hopf分岔(如图2(b))所示，

其中初值为“11, 0. 1, 1” 
 

然后，我们在 1τ 的稳定区间下讨论 2τ ，此时将 2τ 作为一个参数。令 1 1τ = 并且当 2 1.75τ = 时，当

[ )2 0,1.75τ ∈ 时，系统在平衡点
*E 处是局部渐进稳定的，当 40 1.75τ τ> = 时，系统将会发生 Hopf 分岔，

如图 2 所示。 

5. 总结 

本文主要分析了引入不同时滞后的双传染病模型的稳定性与 Hopf 分岔，研究了在不同情况下系统平

衡点处分岔的存在性及其局部稳定性，接着得到稳定的条件，及其发生 Hopf 分岔时τ 的临界值。最后，

用 MATLAB 进行数值模拟，验证所得到的结论。在以后的工作中，我们会对分岔、混沌的控制进行进

一步的研究。 
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