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Abstract 
The Steiner distance ( )d S  of vertex set S is defined as the minimum number of edges of a tree 

whose vertex set contains vertex set S, and the Steiner k-Wiener index ( )kSW G  of G is defined as 

the sum of ( )d S  among all possible k-vertex set S of G. In this paper, we give the bounds of 

( )kSW G  in the classes of graphs with given chromatic number or matching number, and charac-
terize the extremal graphs. 
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摘  要 

本文讨论了给定点着色数和匹配数的图类中k-Steiner Wiener指数的下界，并刻画了极图。图G的
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k-Steiner Wiener指数定义为图G中任意k-点集S的Steiner距离 ( )d S 的和，而点集S的Steiner距离 ( )d S
是包含点集S的最小子树的边的数目。 
 
关键词 

Steiner树，Steiner Wiener指数，点染色数，匹配数 

 
 

1. 引言 

设 ( ) ( )( ),G V G E G= 是一个简单图，其中 ( ) ( ),V G E G 分别是图G 的点集与边集，且 

( ) ( )2, 1V G n E G= > > 。图G 中任意两点 ,u v 间的距离 ( ),Gd u v 定义为连通 ,u v 的最短路的长度，Wiener

指数 ( )W G 定义为 ( )
( )

( )
,

,G
u v V G

W G d u v
∈

= ∑ ，Wiener 指数是图的一个拓扑参数，它常用于分析分子的分枝

数，同时也用于分析交通网络与社交网络。相关的结果参考文献[1]-[16]。 
点集 S 的 Steiner 距离 ( )d S 定义为图G 中包含点集 S 的最小子树的边数，Steiner 距离是经典的组合

优化问题，最早可以追溯到 17 世纪初。1634 年，数学家 Fermat 提出这样一个问题：在欧氏平面上有三

个点，寻找一个点使得由该点连接三个点的距离之和最小。后经多位数学家扩展补充，最后以瑞士数学

家 Steiner 的名字命名为 Steiner 问题。由于 Steiner 距离在现代生产生活中应用十分广泛，因此多年来是

研究的热点，本文讨论图的 Steiner 距离问题。 
若 [ ]G S 是连通图，则 ( )d S 等于 [ ]G S 生成树的边数，即 ( ) 1d S S= − 。李学良，毛亚平，Gutman

在文献[17]中提出了 k-Steiner Wiener 指数 kSW 的概念，其中 

( ) ( )
( ),

k
S V G S k

SW G d S
⊂ =

= ∑ ， 

且 ( ) ( )2SW G W G= 。Dankelmann，Oellermann，Swart [18]提出了 k-Steiner 平均距离 kµ 的概念，其

中 

( ) ( )k
k

SW G
G

n
k

µ =
 
 
 

。 

Dankelmann，Oellermann，Swart 在文献[19]中得到给定点数的树中 kµ 的上下界，李学良等人在文献

[19]中给出了树的 3SW 指数计算公式，M. Kovse 进一步得到树的 kSW 的点和边的表达公式。与 Steiner 距
离的拓扑指数相关的结果可参考文献[10] [20]-[26]。由于图G 的 ( )kSW G 计算是 NP 完全问题[27]，讨论

特殊图类的上下界与极图问题显得十分重要，本文将重点讨论二种图类。 
图G 的染色数 ( )Gχ 是使得G 中任何相邻两点均染不同色的最小颜色数，而图G 的匹配是边的集合，

任意两条边没有公共点。图G 的最大匹配是所有匹配中所含匹配边数最多的匹配，图G 的匹配数 ( )m G 定

义为图G 中最大匹配所含的边的数目。本文讨论了给定染色数或匹配数的图类中 Steiner Wiener 指数的下

界，并刻画了极图。 

2. 预备知识 

边集 ( )1 2,E V V 定义为图G 中点集 1 2,V V 间的相连的边的集合，点集 M 的导出子图 [ ]G M 定义为以 M
为点集，两端点均在 M 中的边的全体为边集的子图。 1 2G G 定义为图 1G 与图 2G 的并集，而 1 2G G∨ 是
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对 1 2G G 中 1G 的任一点与 2G 的任一点进行连边得到的图。 nK 为 n 个点的完全图，
1 2, , , rn n nK



为 r 多部图，

r -图兰图是 r 多部图
1 2, , , rn n nK



，且对任意的1 ,i j r≤ ≤ ，有 1i jn n− ≤ 。点 r -染色临界图定义为染色数为 r ，

且任删一点使得染色数 r< 的图。若在图G 中，任意删掉 1k − 条边得到的子图仍连通，删掉 k 条边不连通

的图，称G 为 k -边连通图。 
令 ( ),C n r 为所有点数为 n ，点染色数为 r 的图的集合， ( ),M n m 为所有点数为 n ，匹配数为m的图的

集合。若 x 是实数，定义 [ ]x 为 x 的整数部分。 
若图G 中的一个连通块的点数为奇(偶)数，则称该连通块为奇(偶)连通块。令 ( )o G 为图G 中奇连通

块的个数，则由 Tutte-Berge 公式[13] [28]可知， 

( ) ( ) ( ){ }2 max :n m G o G X X X V G− = − − ⊂ 。 

为了进一步讨论 Steiner Wiener 指数，根据 Steiner 距离的定义，得到以下引理： 
引理 2.1. 若 ( ),u v V G∈ 是连通图G 中的任两点，且 ( )uv E G∉ ，则 ( ) ( )k kSW G SW G uv≥ + ，其中

G uv+ 是在G 中增加边 uv 得到的新图。 
引理 2.2. 若 ( )S V G⊂ ， [ ]G S 是连通的，则 ( ) 1d S S= − 。 

3. 给定染色数的图类 

图的染色数在危险品存储、物流分配等方面有广泛的应用，而 kSW 在物流运输中的路径设计显得尤

为重要，本节讨论给定染色数的图类中 kSW 的下界与相关的极图。 
引理 3.1. [29] 若G 是 r -点染色临界图，则G 是 ( )1r − -边连通图。 

定理 3.1. 若G 是 r -点染色临界图，其中G 的顶点数是 8n ≥ ，
2

2 1
8
nr≤ ≤ − 。若

2 8 8
2

n n rk + − +
>

或
2 8 81
2

n n rk − − +
≤ < ，则有 

( ) ( ) ( )
!1

! !k
nSW G k

k n k
= −

−
。 

证明：若G 是 r -点染色临界图，则由引理 3.1，G 的边连通度是 1r − 。令 ( )S V G⊂ ， S k= ，其中

2 8 8
2

n n rk + − +
≥ 或

2 8 81
2

n n rk − − +
≤ ≤ ，从而 ( )( ) ( ),E S V G S k n k− ≤ − 。 

若 [ ]G S 不连通，则 [ ]G S 存在至少二个连通块，设 1G 是 [ ]G S 的一个连通块，从而有图 

( )( )1,G E G V G S− − 是不连通的。令 [ ]2 1G G S G= − ，从而有 [ ]( )1, 1E G G V S r− ≥ − ， 

[ ]( )2 , 1E G G V S r− ≥ − ，综上， 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 12 1 , , ,r E G V G S E G V G S E S V G S k n k− ≤ − + − ≤ − ≤ − ， 

经计算可得
2 28 8 8 8
2 2

n n r n n rk− − + + − +
≤ ≤ ，与假设矛盾，故 [ ]G S 连通。 

已知 [ ]G S 连通，由引理 2.2， ( ) 1d S k= − ，且 ( ) ( ) ( )
!1

! !k
nSW G k

k n k
= −

−
，证毕。 

定理 3.2. 若 ( ),G C n r∈ ，其中 3, 4n r≥ ≥ 。 

( )
1

( 1)k

n nn n nSW G k r n nr r
k r r

k k

       +              ≥ − + + − + −                         
   

， 
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当G 是 r -图兰图时，等号成立。 
证明：令 minG 为 ( ),C n m 中 Steiner Wiener 指数值最小的图之一。由染色数的定义可知， ( )minV G 可

划分成 r 个点独立集 1 2, , , rV V V ，其中 0i in V= > ( )1, 2, ,i r=  ，
1

r

i
i

n n
=

=∑ 。由引理 2.1 可知，在 minG 中，

若二个非邻接点在不同点独立集中，则二点间连边不会增加 kSW 值，从而有 ( ) ( )1 2min , , , rk k n n nSW G SW K=


。

以下假设
1 2min , , , rn n nG K=



。 

令 ( )minS V G⊂ ， 2S k= ≥ 。点集 S 可分成二类： [ ]minG S 连通或 [ ]minG S 不连通。 

(1) 若 [ ]minG S 连通，则 iS V⊄ ，即存在 { }, 1, 2, ,i j r∈  ，使得 ,i jS V S Vφ φ≠ ≠  ，由引理 2.2，

( ) 1d S k= − ，且 

( ) ( )

( )

( )

1 2

, 0 1 2

1 2

, 0 1,2, ,1 2

1,2, ,

1

1

1

i i

i i

r

S a k k a r

r i

a k a i rr

i

i r

n n n
d S k

a a a

n n n n
k

a a a k

n n
k

k k

= > ≥

= ≥ =

=

∑

∑

    
= −     

    
       

= − −       
      

    
= − −    

    

∑ ∑

∑ ∑

∑







 。 

(2) 若 [ ]minG S 不连通，则存在 { }1, 2, ,i r∈  ，使得 iS V⊂ 。由 minG 的结构可知，任选 ( )minu V G S∈ − ，

有 { }minG S u   是连通图，由引理 2.2， ( )d S k= ，且 

( )
1,2, ,

i

S i r

n
d S k

k=

 
=  

 
∑ ∑



。 

综上(1)、(2)可知， 

( ) ( ) ( )min
1,2, , 1,2, , 1,2, ,

1 1i i i
k

i r i r i r

n n n n n
SW G k k k

k k k k k= = =

          
= − − + = − +          

          
∑ ∑ ∑
  

。 

若 minG 不是图兰图，则存在正整数 { }, 1, 2, ,i j r∈  ，使得 1i jn n− > 。令
1, , 1, , 1, ,i jn n n nrG K − +′ =
  

，则 

( ) ( )min

1 1
0i j i j

k k

n n n n
SW G SW G

k k k k
− +       ′− = + − − ≥       

       
， 

等号成立当且仅当 1ik n> > 。故图兰图 TG 是 ( ),C n r 中 Steiner Wiener 指数极小图之一，从而有 

( ) ( ) ( )
1

1T
k k

n nn n nSW G SW G k r n nr r
k r r

k k

       +              ≥ = − + + − + −                         
   

， 

证毕。 

4. 给定匹配数的图类 

图的匹配在交通网络、社交网络等方面有广泛的应用，本节讨论给定匹配数的图类中 kSW 的下界，

并刻画了极图。 

定理 4.1. 若 ( ),G M n s∈ ，其中 2
2
ns  ≤ ≤   

， 4n ≥ 。则 
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(1) 若
2
ns  =   

，则 ( ) ( )1k

n
SW G k

k
 

≥ −  
 

，当 nG K= 时，等号成立； 

(2) 若 2 1
2
nm  ≤ ≤ −  

，则 ( )1k

n n m
SW k

k k
−   

≥ − +   
   

，当 s n mG K K −= ∨ 时，等号成立。 

证明：令 minG 为 ( ),M n m 中 Steiner Wiener 指数值最小的图之一，则由 Tutte-Berge 公式可知，存在

点集 ( )0 minX V G⊂ ，使得 ( ) ( ){ } ( )min min 0 02 max :n m o G X X X V G o G X X− = − − ⊂ = − − 。 

令 0X s= ， ( )min 0o G X r− = ，则 2n m r s− = − 。 

假设 0s = ，则 min 0 minG X G− = ， 2 1n m r− = ≤ 。若 0r = ，则 2m n= 。若 1r = ，则 2 1m n= − 。 
根据引理 2.1，增边不会增加 kSW 值，从而有 ( ) ( )mink k nSW G SW K= 。 

假设 1s ≥ ，则有 1r ≥ 。令 1 2, , , rG G G 为 min 0G X− 中所有奇连通块。若 min 0G X− 含有偶连通块，则

在偶连通块与某个奇连通块间连边，得到新图G′，其中G′满足性质 

( ) ( ) ( )0 min 02n m G o G X o G X′ ′− ≥ − = − ， ( ) ( )minm G m G′ = 。 

由引理 2.1 可知， ( ) ( )mink kSW G SW G′≥ 。从而可知 min 0G X− 不含偶连通块。同理，由引理 2.1 可知，

1 2, , , rG G G 和 0X 的点导出子图是完全图，且 iG 中每一顶点与 0X 中的每一顶点有边相连，因此

( ) ( )( )1min rk k s n nSW G SW K K K= ∨  。 

以下计算 ( )( )1 rk s n nSW K K K∨  。令 ( )1

*
rs n nG K K K= ∨  ， ( )0 sV V K= ， 

( ) ( )11 , ,
rn r nV V K V V K= = ， i in V= ，其中 1, 2, ,i r=  。令 ( )*S V G⊂ ， 2S k= ≥ 。易知点集 S 可分成

二类： [ ]*G S 连通或 [ ]*G S 不连通。 

(1) 若 [ ]*G S 连通，则 iS V⊂ 或 0S V φ≠ ，其中 1, 2, ,i r=  。由引理 2.2 可知， ( ) 1d S k= − ，从而有 

( ) ( )

( )

( )

0

0 1

, 0 1,2, ,0 1

0 1 1

, 0,1, , , 1, , 1,2, ,0 1 1

0 1

1

1

1

i

i i

r i

S a k a i rr

r r i

a k i r a k i r i rr r

n n n n
d S k

a a a k

n n n n n n
k

a a a a a k

n n
k

= ≠ =

= = = = =

∑

∑ ∑

       
= − +       

      
           

= − − +           
          

+ +
= −

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑



  



 



( )

1

1,2, ,

1,2, ,
1

r r i

i r

i

i r

n n n n
k k k

n n s n
k

k k k

=

=

 + + +      
− +      

      
 −      

= − − +      
      

∑

∑







。 

(2) 若 [ ]*G S 不连通，则有 0S V φ= ， iS V⊄ ，其中 1, 2, ,i r=  。任选 0u V∈ ，有 { }*G S u   连通，

从而 ( )d S k= ，且 

( )
S

n s
d S k

k
− 

=  
 

∑  

综合(1)、(2)可知， 

( ) ( )

( )

*

1,2, ,

1,2, ,

1

1

i
k

i r

i

i r

n n s n n s
SW G k k

k k k k

n n n s
k

k k k

=

=

 −  −       
= − − + +        

        
  −     

= − + +      
      

∑

∑





。 
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假设 ( )1min rs n nG K K K= ∨  ，其中 1in > ， { }1, 2, ,i r∈  。不失一般性，假设 1 1n > ，令

( )1 21 1 rs n n nG K K K K+ −′ = ∨   ，从而有 

( ) ( )min 0k kSW G SW G′− >  

这与 minG 的最小性相矛盾，从而 min n r r m n mG K K K K− −= ∨ = ∨ ，证毕。 
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