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Abstract 
This paper proposes a new operator splitting finite element method for two-dimensional Burgers 
equation. The new method is used to decompose the Burgers equation into pure convection and 
diffusion part: the time discretization of the convection equation solved by the central difference 
scheme, and the space discretization by the standard Galerkin finite element method; the time 
discretization of the diffusion equation solved by the backward difference scheme, and the space 
discretization still using the standard Galerkin finite element method. The characteristic of this 
method is that the convection part is specially processed, using multi-step technology to expand 
the stability of the region and selecting the appropriate number of steps, the multi-step scheme 
can present unconditionally stable. The stability and convergence of the algorithm are verified by 
numerical experiments. 
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摘  要 

本文提出了一种求解Burgers方程新的算子分裂有限元方法。该算法采用算子分裂法将Burgers方程分解

成纯对流部分和扩散部分：对流方程时间离散采取中心差分格式，空间的离散采用标准的Galerkin有限

元法；扩散子方程的时间离散采取向后差分格式，空间的离散仍采用标准的Galerkin有限元法。该方法

特点是对流部分特殊的显式处理，对其使用多步法技术从根本上扩大稳定性区域，而且多步格式在选择

适当步数的条件下可以呈现出无条件稳定。通过数值实验验证了该算法单步和多步格式的稳定性和收敛

性，并对其进行了误差估计。 
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1. 引言 

Burgers 方程是流体力学中一个非常重要和基本的非线性偏微分方程，广泛的应用于空气、动力学、

湍流、热传导、交通流、半导体迷你以及地下水污染等领域；同时 Burgers 方程可以作为流体动力学中

Navier-Stokes 方程的简化模型方程，又可以作为浅水波等问题的数学模型。因此讨论这类方程的数值解

法，具有重要的理论和现实意义。 
求解 Burgers 方程的数值方法主要有有限差分法、有限体积法、有限元法[1] [2] [3] [4] [5]。其中，有

限元法由于适合处理复杂几何形状和边界条件而成为计算力学中的优选方法，目前已经发展了多种有限

元数值计算方法。标准的 Galerkin 有限元法实质上采用的是中心差分格式，随着对流项越来越强，呈现

强的非线性特性，从而引起数值解的振荡失真。Petrov-Galerkin 法(P-G 法) [6]通过将权函数取为基函数的

某种修正形式使计算格式具有人工耗散能力，提高了解的精度，随后发展了多种迎风方法，如流线迎风

Petrov-Galerkin 法等。上述各方法都包含一个对原 Galerkin 法的耗散修正项，产生了一个包括二阶空间导

数的附加项。Taylor-Galerkin [7]有限元法(T-G 法)时间方向上的 Taylor 展开先于空间上的 Galerkin 离散，

相比 P-G 法不需要使用特殊的权函数，也无需确定人工耗散自由参数来达到高精度。基于特征线的分裂

算法(CBS 法) [8]是结合分裂算法与特征线 Galerkin 法的一种比较新的算法，在流体和固体动力学问题中

得到了广泛的研究。 
算子分裂法[9] [10] [11]是 Yanenko 在 1971 年提出的经典分裂法，该算法具有格式灵活、稳定性好等

特点。曹志先[12]等用算子分裂法求解了 Burgers 方程，用显式差分格式处理扩散算子，用特征线法处理

纯对流算子，并分析了该算法的稳定性条件，还对一、二维 Burgers 方程进行数值解，所得结果与分析解

或已有数值解吻合。 
本文在文献[13]的基础上，采用基于算子分裂的有限元方法求解二维非定常粘性的 Burgers 方程，在

每个时间层上应用算子分裂技术将 Burgers 方程分裂成纯对流子方程和扩散子方程，这样可以避免两种不

同性质的物理过程在一起求解时计算的困难。对流方程时间离散采取中心差分格式，空间的离散采用标
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准的 Galerkin 有限元法，将其结果作为求解扩散子方程的初始值。扩散子方程的时间离散采取向后差分

格式，空间的离散仍采用标准的 Galerkin 有限元法。该方法的另一个创新之处在于对流部分特殊的显式

处理，使得在一个步长的扩散修正过程中，对流部分以局部较小的时间步长执行有限次数，这样可以从

根本上提高计算格式的稳定性。数值模拟验证了该算法单步和多步格式的稳定性和收敛性。 

2. 计算方法 

本文主要涉及的是二维粘性 Burgers 方程： 

1 2

u u uu u u F
t x x

ε∂ ∂ ∂
+ + = ∆ +

∂ ∂ ∂
 in ( )0,TΩ×  

具有的边界条件和初始条件分别为： ( )0, DTu u
∂Ω×

= ， ( ) ( )0,0u x u x=  in Ω ， 

这里的 ε 表示粘性系数。 
在这部分我们将推导出一种新的分裂法求解二维粘性的 Burgers 方程。首先介绍一些符号：剖分时间

区间 [ ]0,T ： 0 10 Nt t t T= < < < = ，其中 nt n t= ∆ ， t T N∆ = ； nu 和 1 2nu + 分别代表近似解 ( ),u t⋅ 在 nt t=

和 2nt t+ ∆ 处的值，但是当 ( ),u t⋅ 给定时， nu 和 1 2nu + 将表示精确解在 nt t= 和 2nt t+ ∆ 处的值； ( ),f t⋅ 类

似于 ( ),u t⋅ 。 

2.1. 单步格式 

首先采用标准算子分裂技术将对流扩散方程分裂成一个纯对流子方程和一个扩散子方程，在时间推

进方面分别用中心差分格式和向后的欧拉格式近似这两个方程，得到： 

1 2

1 11 11
* 2 22 2
n n n nn n

x x
u u u u u f

t
b

+ + ++ + −
+ ⋅ + =  ∆  

,                           (1) 

1 1
1 1*

n n
n nu u u g

t
ε

+ +
+ +−

− ∆ =
∆

，其中 ( )1,1b = ， F f g= + ；                   (2) 

我们使用有限元方法分别求解方程(1)(2)的 1
*
nu + 和 1nu + ，因此需要两个方程的变分形式。直接可以得

到方程(2)的变分形式即：找到 ( )1 1nu H+ ∈ Ω 使得在边界 Γ有 1 1n n
h Du u+ += ，并且求解 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1
* 0, , , ,   n n n nu v t u v t g v u v v Hε+ + + ++ ∆ ∇ ∇ = ∆ + ∀ ∈ Ω                  (3) 

方程(1)的求解比较复杂，因为该格式是隐式还涉及了一个线性化对流方程的解的问题。求解的主要

思想还是找到一个显式的格式去计算这个线性化的对流方程。在此我们应用泰勒展开式去计算
1
2

n
u

+
即： 

( ) ( ) ( )
1

22 , , ,
2 2

n

n n t n
t tu u x t u x t u x t tο

+ ∆ ∆ ≈ + = + + ∆ 
 

 

再使用对流子方程： 

( )1 2t x xu bu u u f+ ⋅ + = , 

可以得到： 

( )( )1 2

1
2 :

2
n n n n n n n

x x
tu u f bu u u ξ

+ ∆
≈ + − ⋅ + =  

利用上述的关系式，方程(1)可以改写为： 
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( )1 2

11
* 2
n n nn n n

x x
u u b f

t
ξ ξ ξ

+ +−
+ ⋅ + =

∆
                             (4) 

注意到方程(1)是一个纯对流方程，仅需要设置来流方向 t
−Γ 的边界条件。 

给方程(4)两边乘以一个测试函数
1

1

n
v H −

+Γ
∈ ，并且在Ω 上积分，使用分部积分可以得到： 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

1 2

1

21 1

1
2 21 2

*

2

2

\ \

1 1, , , , ,
2 2

1 ,
2

1 ,
2n n

nn n n n
x x

n
x

n
x

u v u v t f v t b v t b v

t n

b v t n b v

ξ ξ

ξ

ξ− −
+ +

++

Γ Γ Γ Γ

     = + ∆ + ∆ ⋅ + ∆ ⋅           

−∆ < ⋅

⋅ > −∆ < ⋅ ⋅ >

 

现在我们利用一些有限元方法转向空间的离散。假设 hV 是近似 Sobolev 空间 ( )1H Ω 有限元空间， hI
是 ( )1H Ω 到 hV 的算子插值。基于变分形式(3) (5)，下面提出求解二维粘性 Burgers 方程的单步算法。 

单步算法： 
1) 计算初始值 0

0h hu I u= ，对于 0,1, , 1n N= −  

2) 找到 1
,*

n
h hu V+ ∈ 使得在 1n

−
+Γ 满足 1 1

,*
n n
h h Du I u+ += ，并且求解 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

1 2

1

21 1

1
2 21 2

*

2

2

\ \

1 1, , , , ,
2 2

1 ,
2

1 ,
2n n

nn n n n
x x

n
x

n
x

u v u v t f v t b v t b v

t n

b v t n b v

ξ ξ

ξ

ξ− −
+ +

++

Γ Γ Γ Γ

     = + ∆ + ∆ ⋅ + ∆ ⋅           

−∆ < ⋅

⋅ > −∆ < ⋅ ⋅ >

 

3) 找到 1n
h hu V+ ∈ 使得在 Γ满足 1 1n n

h h Du I u+ += ，并且求解 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
*, , , ,n n n nu v t u v t g v u vε+ + + ++ ∆ ∇ ∇ = ∆ +  

2.2. 多步算法 

由于单步格式显示的求解二维粘性 Burgers 方程的单步算法，其稳定性不够好，为了提高算法的稳定

性，我们可以采用在每一步对扩散方程的修正过程中，多次的执行对流步，以至于在对流部分可以使用

更小的时间步长。为此我们将步骤 2 的结果 1
,*

n
hu + 写成如下的形式： 

( )1 1 1
,* , , , ,n B n n n n

h conv h Du F t f f u u+ + += ∆                              (6) 

为了得到 1
,*

n
hu + ，多步格式以较小的时间步长

t
m
∆

运行对流步 m 次，即我们要计算： 

1 1

,* , , , , ,  1, 2, ,
i i i i in n n n nBm m m m m

h conv h D
tu F f f u u i m

m

− −
+ + + + + ∆

= =  
 

                     (7) 

我们分别称 t t mδ = ∆ 和 t∆ 为局部时间步长和全局时间步长。利用多步迭代(7)代替步骤 2，可以得到

下面的多步格式。 
多步算法： 
1) 计算初始值 0

0h hu I u= ，对于 0,1, , 1n N= −  
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2) 设 ,*
n n
h hu u= ，并计算 ,*

n i m
h hu V+ ∈ ，其中 1,2, ,i m=  ，使得在边界 n i m

−
+Γ 有 ,*

inn i m m
h h bu I u

++ = ，对所有

的
/

1

n i m
h hv V H −

+Γ
∈ ∩ 求解下面的方程： 

1

1 21 1

21 2 1 1
2

*

21

21

\ \

1, , , ,
2

1 ,
2

1 ,
2n n

i i i in n n n
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x x
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− − −
+ + + +

−
+

−
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−∆ <   

 

 
⋅ ⋅ > −∆ < ⋅ ⋅ >  

 

 

3) 找到 1n
h hu V+ ∈ 使得在 Γ满足 1 1n n

h h bu I u+ += ，并且求解 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
*, , , ,n n n nu v t u v t g v u vε+ + + ++ ∆ ∇ ∇ = ∆ +  

3. 数值算例 

例 1 方程系数和区域如下所示： 1T = ， 810ε −= ， ( )20,1Ω = ，边界条件 0Du = ，精确解为： 

( )
( )
( ) ( ) ( )

10

1 2 1 1 2 210

16 1
, , 1 1

1

te
u x x t x x x x

e

−
= − −

−
. 

现在我们应用上述的算法求解算例 1，确定其在时间和空间方面的收敛精度。空间步长为 1 128h = 的

均匀网格，表 1 显示了在时间方面的收敛精度。表 2 给出了在固定的时间步长 161 2t∆ = ，单步算法在空

间方面的收敛精度。从表中我们可以清晰的看到单步算法在时间方面是一阶收敛精度，而在空间有二阶

的收敛精度。在此说明，本节所示的所有误差是 L2 范数在终端时刻 t T= 的误差，除非另有说明。 
从表 1 中可以看到，当取 0.1t∆ = 时，这对保持包含在对流步的显示时间推进的稳定性是很大的时间

步长，但只运用单步算法我们就得到收敛的计算结果，其结果如图 1 所示。同理，在表 2 中确定了该算

例在空间方面的收敛精度，在 ( )20,1Ω = 取 1 4h = 时网格的剖分是很粗的，但是运用上述的单步算法计算

结果是收敛的，如图 2 所示。上述表中的计算的收敛结果说明了单步算法的可行性和实用性。 
例 2 方程参数如下所示： 0.002ε = ， ( )21,1Ω = − ， 1T = ， 0.5v = ，边界条件 0Du = ，精确解有如下的

形式： 

( ) ( ) ( )2 22 2 1 2
1 2 1 2

2 2
, , 1 1 arctg

x x tu x x t x x
v

+ + − = − − −  
 

 

为了确定在空间方面单步格式的实际收敛阶，我们选择了很小的时间步长，观察当空间步长减半的

情况下误差的变化。表 3 显示了当时间步长固定，数值算例在不同网格大小的 L2 的误差，可以清楚的看

到单步格式在空间是二阶收敛精度。 
现在我们取 1 128h = 的均匀网格，在如下的时间步长序列运行单步格式，寻找数值格式的稳定区域。

数值结果如表 4 所示，可以观察到 0.1t∆ = 时单步算法是不收敛的，而且虽然 0.1 2t∆ = 时算法收敛，但

计算结果有很大的振荡。因此要得到满意的计算结果，必须采用合适的较小的时间步长。限制这样时间

步长是自然的，因为这是我们使用的显示时间推进的稳定性条件所要求的。在下面的部分，可以看到多

步格式可以从根本上提高稳定性条件。 
从上面可以看到，单步格式可以得到期望的收敛性，而且当它收敛时可以保持精确的收敛精度。然 
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Table 1. Error estimation and convergence order of single method with 1 128h =  
表 1. 取 1 128h = ，单步法计算的误差估计及其收敛阶 

t∆  2hu u−  order 

0.1 0.318725 - 

0.1/2 0.147547 1.1112 

0.1/22 0.070784 1.0597 

0.1/23 0.034646 1.0308 

0.1/24 0.017137 1.0156 

0.1/25 0.0085221 1.0078 

0.1/26 0.00424952 1.0039 

 
Table 2. Error estimation and convergence order of single method with 161 2t∆ =  

表 2. 取 161 2t∆ = ，单步法计算的误差估计及其收敛阶 

h  2hu u−  order 

1/4 0.041588 - 

1/8 0.00897586 2.2120 

1/16 0.00203951 2.1378 

1/32 0.000483367 2.0770 

1/64 0.000123786 1.9652 

 
Table 3. Error estimation and convergence order of single method with 161 2t∆ =  

表 3. 取 161 2t∆ = ，单步法计算的误差估计及其收敛阶 

h  2hu u−  order 

1/4 0.362638 - 

1/8 0.0817792 2.1487 

1/16 0.0196814 2.0549 

1/32 0.00493634 1.9953 

1/64 0.00123852 1.9948 

1/128 0.000312747 1.9855 

 
Table 4. Error estimation and convergence order of single method with 1 128h =  
表 4. 取 1 128h = ，单步法计算的误差估计及其收敛阶 

t∆  2hu u−  order 

0.1 1.11024e+35 - 

0.1/2 0.121862 - 

0.1/22 0.0455624 1.4193 

0.1/23 0.0223644 1.0267 

0.1/24 0.0111191 1.0081 

0.1/25 0.00556048 0.9998 
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Figure 1. 1 128h = , 0.1t∆ =  
图 1. 1 128h = ， 0.1t∆ =  

 

 
Figure 2. 1 4h = , 161 2t∆ =  

图 2. 1 4h = ， 161 2t∆ =  
 
而，这个格式要求合适的较小的时间步长，限制了其在实际应用。多步格式的提出是为了提高单步格式

的稳定性，下面是多步格式提高算法稳定性的测试。 
在下面的数值实验中，对确定的 ( )0.1 2 1,0,1,2,kt k∆ = = −  ，取 1 21, 2 , 2 ,m = 为多步数，运行多步

格式直到观察算法收敛并记录相关的多步数。表 5 显示了计算的数值结果，从表中可以看到，当我们取

0.1t∆ = 时，这对保持对流步的显示时间推进的稳定性是很大的时间步长，但是在 64m ≥ 我们仍然得到多

步格式的计算结果是收敛的。计算结果已表明对于给定的单步格式可 t∆ 能不收敛，但当取多步数 m 合适

的大，多步格式计算的结果总是收敛的。因此我们可以总结到，如果给定一个合适的大的 m ，多步格式

可以被认为是无条件稳定的格式。 
我们也计算了在固定的步数 m 和空间步长 h 下，多步格式的收敛精度，计算结果如表 6 所示。将表

6 结果与利用单步格式计算的表 4 对比，可以清晰的观察到数值算例收敛的时间序列，多步法的计算结

果明显优于单步格式的结果，图 3 所示了取 1 128h = ， 0.1 2t∆ = 的条件下，单步和多步算法数值结果的

比较。 

0             0.2             0.4            0.6             0.8             1

Y
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0.8

0.6

0.4

0.2

0
X

0              0.2             0.4            0.6            0.8             1

Y

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0
X
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Table 5. Numerical results of multistep method with 1 128h =  
表 5. 取 1 128h = ，多步法的计算的数值结果 

t∆  m  
2hu u−  order 

0.1/25 2 0.00557061 - 

0.1/24 4 0.0111357 0.9993 

0.1/23 8 0.022311 1.0026 

0.1/22 16 0.044746 1.0040 

0.1/2 32 0.0897277 1.0038 

0.1 64 0.179769 1.0025 

0.2 128 0.361168 1.0065 

 
Table 6. Numerical results of multistep method with 1 128h =  and 64m =  
表 6. 取 1 128h = ， 64m = ，多步法的计算结果 

t∆  2hu u−  order 

0.1 0.179769 - 

0.1/2 0.0897229 1.0026 

0.1/22 0.0447486 1.0036 

0.1/23 0.0223207 1.0035 

0.1/24 0.0111494 1.0014 

0.1/25 0.00558507 0.9973 

 

  
Figure 3. The left 1m = , the right 64m =  with fixed 1 128h = and 20.1 2t∆ =  

图 3. 取 1 128h = ， 20.1 2t∆ = ，左边 1m = 右边 64m =  

4. 结论 

本文探讨了一种新的算子分裂算法求解二维粘性 Burgers 方程。在每一步迭代过程中，先后求解一个

纯对流和一个纯扩散的问题。提出了对流问题时间推进的显示格式，但时间推进的显示化可能会引起对
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时间步长严格的限制，因此提出了在较小的时间步长下显示的多步格式以至于这个方法的结果表现的像

无条件稳定的方法。扩散问题在每一步迭代过程中总是自伴的和强制的，以便使用许多存在的最优预条

件的迭代求解器可以有效的解决它。通过数值算例呈现了新格式单步和多步方法求解的稳定性、收敛性，

以及已经验证了其最优的收敛阶。 
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