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Abstract 
This paper studies the stability for discrete complex networks with switching and delayed coupl-
ing. Based on Lyapunov stability theory, the sufficient conditions are derived by using LMI method 
for the asymptotic stability under arbitrary switching strategy. Moreover, this paper develops the 
convex combination conditions for asymptotic stability of the networks and gives the way to 
choose switching strategy. That is to say, for the arbitrary switching rule, the system (1) can 
achieve the asymptotic stability when it satisfies the linear matrix inequality (3). The simulation 
result proves the validity of the designed switching strategy. 
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摘  要 

文章研究具有耦合时滞和切换的离散复杂网络稳定性。在任意切换信号作用下，利用Lyapunov稳定性理

论，推导出以线性矩阵不等式表示的网络渐近稳定的充分性条件，给出了网络渐近稳定的凸组合条件。

即当系统(1)满足线性矩阵不等式(3)时，对于任意的切换，网络可达到渐近稳定。仿真实例证明了所设

计方案的有效性。 
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1. 引言 

复杂网络常常用来描述复杂系统，其中节点表示个体，链接用来表示个体之间的相互作用。例如，

社交网络、生物网络、互联网、食物链网等等。稳定性是复杂网络动力学行为中最重要的性质之一，也

是一个网络能够良好运行的基础.通过对复杂网络的稳定性研究，一方面，我们可以将复杂网络稳定性研

究的成果应用到实际中去，可设计出更好性质的网络或使网络处于更有利的状态。 
时滞现象时常存在与现实网络中，例如长距离的传送以及网络障碍都会导致网络延迟现象的发生，

这些扰动是不能忽略的。因此具有时滞的复杂网络模型则精确的描述了现实网络中出现时滞的现象。文

献[1]研究了时滞复杂网络的全局渐近稳定性。文献[2]研究了含有分布时滞的随机 Cohen-Grossberg 网络

的稳定性。文献[3]研究了含有时变延迟的随机的复杂网络的指数型稳定。文献[4] [5] [6]研究了几类典型

的含有时滞项的复杂网络的稳定性。 
在以上的参考文献当中，显然具有时滞的复杂网络的稳定性问题已经受到了学者的广泛关注，而且

也有很多显著的成果。另一方面，为了更好的描述大规模的现实网络系统，文献[7] [8] [9] [10]分别研究

了具有时滞和无时滞的离散复杂网络模型。文献[10]研究了具有时滞耦合和非时滞耦合的复杂动态网络的

稳定性。 
切换系统的应用背景十分广泛，因为现实中很多系统往往会表现出各种各样的模态特性，这些特性

通常会发生切换，尤其是在大型的供电系统、现代高速交通系统、飞行器以及空中交通系统等。但是，

目前很少有文献去考虑同时具有耦合时滞和切换的离散复杂网络的稳定性问题。在研究此类复杂网络的

稳定性问题时，通常会将网络的稳定性问题转换为切换系统的稳定性问题。研究这类问题获得的结果不

仅可以包含不含切换的复杂网络(即只有一个子系统的情况)，而且也可以看作是在具有耦合时滞的复杂网

络上的一个推广。在研究具有切换的复杂网络中，通常会找到一个切换信号，使得原本不稳定的系统在

切换信号的作用下趋于稳定。在此方面，也有了一些成果。文献[11]利用平均驻留时间的方法研究了切换

复杂网络的稳定性。文献[12]研究了异步切换下不确定耦合切换复杂网络的同步。文献[13] [14] [15]研究

了离散切换复杂网络的稳定性。 
但在以上文献中，并没有将所有情况都考虑进去，尚未完善。例如在文献[10]中，模型仅仅考虑了具

有时滞耦合和非时滞耦合的离散复杂网路，并没有将经常出现的切换现象考虑进去，而本文则主要受到

文献[10]的启发，将切换现象考虑进去，主要研究了具有耦合时滞和切换的离散复杂网络的稳定性，利用

李雅普诺夫稳定性理论，得到了网络渐近稳定的充分条件。 

2. 模型描述和相关知识 

考虑如下具有耦合时滞和切换的离散复杂网络模型： 

( ) ( ) ( ) ( )1 2
1

1 , 1, 2, ,
N

i
l i l i l lj j

j
x k A x k B x k d c g x k d l N

=

+ = + − + Γ − =∑   
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( ) ( ) ( )( ), 1i k x k i kσ= −                                  (1) 

其中 ( ) n
lx k R∈ 表示 l 在 k 时刻的状态，常数 0c > 是网络的耦合强度， 1 2,d d 是正整数，表示网络的时滞

项； n nR ×Γ∈ 为内部耦合矩阵， ( )i
i lj N N

G g
×

= 为外部耦合矩阵。 ( ) { }1,2, ,i k M m∈ =  ，表示系统的第 i 个

子系统， , n n
i iA B R ×∈ 为第 i 个子系统对应的常数矩阵；σ 表示切换方案。当 ( )i kσ= 时，表示 k 时刻第 i 个

子系统正在运行。 
定义 1 [16] Kronecker 算法描述如下： 
设 ,A B 为两个矩阵，且 ( )ij n n

A a
×

= ，则有 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a B a B a B
a B a B a B

A B

a B a B a B

 
 
 ⊗ =
 
 
 





   



. 

3. 主要结果 

令 ( ) ( ) ( ) ( )( )TT T T
1 2, , , nN

Nx k x k x k x k R= ∈ ，运用 Kronecker 算法，模型(1)可以写成如下形式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 21 N i N i ix k I A x k I B x k d c G x k d+ = ⊗ + ⊗ − + ⊗Γ −                (2) 

这里 N N
NI R ×∈ 为单位矩阵。 

为简化表述，首先对后文用到的一些符号进行简要说明。 
ˆ ˆ ˆ, ,i N i i N i i iA I A B I B D G= ⊗ = ⊗ = ⊗Γ  

定理 1 对于系统(2)，若存在正定对称矩阵 , , nN nNP S Q R ×∈ 满足下述不等式： 
T T T

T T T

T T 2 T

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 0, 1,2 ,
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

i i i i i i

i i i i i i

i i i i i i

A PA P S Q A PB cA PD

B PA B PB S cB PD i m

cD PA cD PB c D PD Q

 − + +
 

− < = 
 

−  

，                 (3) 

则对于任意的切换策略，都可确保系统渐近稳定。 
证明  若存在对称正定矩阵 , , nN nNP S Q R ×∈ 满足矩阵不等式(3)，构造一个 Lyapunov 函数 ( )V k ： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

T T T

1 1

d d

i j
V k x k Px k x k i Sx k i x k j Qx k j

= =

= + − − + − −∑ ∑  

根据已知条件，显然 ( )V k 是正定的，且其前向差分为： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

T T

T T T
1 1 2 2

T

1 2

1 2

T T T
1 1

T T
2 2

1

1 1

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

T

i i i

i i i

V k V k V k

x k Px k x k Px k x k Sx k

x k d Sx k d x k Qx k x k d Qx k d

A x k B x k d cD x k d P

A x k B x k d cD k d

x k Px k x k Sx k x k d Sx k d

x k Qx k x k d Qx k d

∆ = + −

= + + − +

− − − + − − −

= + − + −

× + − + −

− + − − −

+ − − −

 

整理得 
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

T T T
1

T T T T
2 1

T T T T
1 1 2 1

T T T T
2 1 2

T T
2 2

ˆ ˆ ˆˆ

ˆ ˆˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

i i i i

i i i i

i i i i

i i i i

i i

V k x k A PA P S x k x k d B PA x k

x k d cD PA x k x k A PB x k d

x k d B PB S x k d x k d cD PB x k d

x k A PcD x k d x k d B PcD x k d

x k d cD PcD Q x k d

∆ = − + + −

+ − + −

+ − − − + − −

+ − + − −

+ − − −

 

将其化成向量的形式有 

( )
( )

( )
( )

( )
( )
( )

T T T T

T T T
1 1

T T 2 T
2 2

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

i i i i i i

i i i i i i

i i i i i i

A PA P S Q A PB cA PDx k x k
V k x k d B PA B PB S cB PD x k d

x k d x k dcD PA cD PB c D PD Q

 − + +       ∆ = − × − × −        − −−     

 

所以 ( ) 0V k∆ < 的一个充分条件是： 

T T T

T T T

T T 2 T

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 0, 1, 2, ,
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

i i i i i i

i i i i i i

i i i i i i

A PA P S Q A PB cA PD

B PA B PB S cB PD i m

cD PA cD PB c D PD Q

 − + +
 

− < = 
 

−  

  

由于矩阵不等式(3)对所有 1,2, ,i m=  都成立，因此无论切换方案如何选取，都有 ( ) 0V k∆ < 。由

Lyapunov 稳定性理论，系统(2)是渐近稳定的。 
定理 2 对于系统(2)，若存在 i Rδ ∈ ，对称正定矩阵 , , nN nNP S Q R ×∈ 满足下述条件： 
1) 0iδ ≥  

2) 
1

1
m

i
i
δ

=

=∑  

3) 

T T T

T T T

1 T T 2 T

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 0
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

i i i i i i
m

i i i i i i i
i

i i i i i i

A PA P S Q A PB cA PD

B PA B PB S cB PD

cD PA cD PB c D PD Q

δ
=

 − + +
 

− < 
 

−  

∑  

则存在切换方案σ 可保证系统渐近稳定。 
证明 取 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

T T T

1 1

d d

i j
V k x k Px k x k i Sx k i x k j Qx k j

= =

= + − − + − −∑ ∑  

则 ( )V k 的前向差分为： 

( )
( )

( )
( )

( )
( )
( )

T T T T

T T T
1 1

T T 2 T
2 2

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

i i i i i i

i i i i i i

i i i i i i

A PA P S Q A PB cA PDx k x k
V k x k d B PA B PB S cB PD x k d

x k d x k dcD PA cD PB c D PD Q

 − + +       ∆ = − × − × −        − −−     

. 

采用反证法，假设存在某个

( )
( )
( )

*

* 3
1

*
2

nN

x k
x k d R
x k d

 
 

− ∈ 
 − 

满足 
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( )
( )
( )

( )
( )
( )

T T T* *
1 1 1 1 1 1

* T T T *
1 1 1 1 1 1 1 1

* *T T 2 T
2 21 1 1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 0
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

T A PA P S Q A PB cA PDx k x k
x k d B PA B PB S cB PD x k d
x k d x k dcD PA cD PB c D PD Q

 − + +   
    

− × − × − ≥    
    − −−     

 

……  

( )
( )
( )

( )
( )
( )

T T T T* *

* T T T *
1 1

* *T T 2 T
2 2

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 0
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

m m m m m m

m m m m m m

m m m m m m

A PA P S Q A PB cA PDx k x k
x k d B PA B PB S cB PD x k d
x k d x k dcD PA cD PB c D PD Q

 − + +   
    

− × − × − ≥    
    − −−     

 

以上所有不等式，则以 iδ 为加权系数对各不等式求得加权和， 

( )
( )
( )

( )
( )
( )

T T T T* *

* T T T *
1 1

1* *T T 2 T
2 2

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 0
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

i i i i i i
m

i i i i i i i
i

i i i i i i

A PA P S Q A PB cA PDx k x k
x k d B PA B PB S cB PD x k d
x k d x k dcD PA cD PB c D PD Q

δ
=

 − + +   
    

− × − × − ≥    
    − −−     

∑  

显然与已知条件矛盾，即不存在一个

( )
( )
( )

*

* 3
1

*
2

nN

x k
x k d R
x k d

 
 

− ∈ 
 − 

满足以上所有不等式，也就是对于任意的

( )
( )
( )

*

* 3
1

*
2

nN

x k
x k d R
x k d

 
 

− ∈ 
 − 

，总存在一个 i 使得 

( )
( )

( )
( )

( )
( )
( )

T T T T* *

* T T T *
1 1

* *T T 2 T
2 2

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 0
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

i i i i i i

i i i i i i

i i i i i i

A PA P S Q A PB cA PDx k x k
V k x k d B PA B PB S cB PD x k d

x k d x k dcD PA cD PB c D PD Q

 − + +   
    

∆ = − × − × − <    
    − −−     

 

因此(2)渐近稳定。 
切换方案σ 可以如下选取： 

( )
( )
( )

( )
( )
( )

T T T* *

* T T T *
1 1

* *T T 2 T
2 2

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆarg min
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

T
i i i i i i

i i i i i i

i i i i i i

A PA P S A PB cA PDx k x k
i x k d B PA B PB S cB PD x k d

x k d x k dcD PA cD PB c D PD Q

  − +         = − × − × −         − − −      

 

本文与文献[10]相比较，都是运用 LMI 和李雅普诺夫的稳定性理论，得到文章所需要的充分条件，

但文献[10]研究了具有时滞耦合和非时滞耦合的离散动态网络同步条件，而本文则在文献[10]的基础上研

究含有切换拓扑的离散复杂网络稳定性问题，因此文章所研究的模型当中，模型将现实网络中所出现的

时滞现象和切换现象都考虑了进去，并且给出了具体的切换规则，与此文献相比本文模型更具一般性和

实际意义。 

4. 数值模拟 

对模型(2)进行仿真。令 NI 为 2 阶单位矩阵， { }1,2i∈ ， 2c = ， 1 1d = ， 2 3d = ， 1

0.10 0.90
0.39 0.80

A
− − 

=  − 
，

2

0.54 0.63
0.75 0.28

A
− 

=  
 

， 1

0.05 0.05
0 0.05

B  
=  
 

， 2

0.05 0
0.05 0.05

B  
=  
 

，
1 0
0 1
 

Γ =  
 

， 1

0.05 0.04
0 0.05

G  
=  
 

， 
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2

0.05 0
0 0.06

G  
=  
 

， ( ) [ ]T0 5 4 0 0x = − 。根据定理(2)，由 MATLAB65 中的 LMI 工具箱可求得 P，S。

仿真结果如下图所示： 
图 1，图 2 分别为两个不稳定子系统的状态曲线，图 3 为两个不稳定子系统在切换信号下的状态曲

线，图 4 为系统的切换规则.可以看出，由两个不稳定的子系统组成的切换系统在切换规则的作用下逐渐

趋于稳定。 

5. 结论 

针对具有耦合时滞和切换的离散复杂网络的稳定问题，本文利用 Lyapunov 稳定性理论，给出了网络

渐近稳定的充分性条件，以及如何选取切换规则的方法。由数值模拟可知，当子系统都不稳定的时候，

在满足一定的条件下，对于任意的切换可使系统达到稳定。 
 

 
Figure 1. The state curves of the subsystem (1) 
图 1. 子系统(1)的仿真 

 

 
Figure 2. The state curves of the subsystem (2) 
图 2. 子系统(2)的仿真 
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Figure 3. The state curves of switched systems 
图 3. 切换系统的状态曲线 

 

 
Figure 4. The switching signal of the system 
图 4. 系统的切换规则 
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