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Abstract 
In this paper, we prove the anelastic approximation limit to compressible isentropic Navi-
er-Stokes equations with exterior force and Dirichlet boundary condition, as Mach number and 
Froude number go to zero. This covers the result of special force case in J. Math. Pures Appl. 88 
(2007) 230-240. 
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摘  要 

本文给出了带有一般外力项的非齐次可压缩等熵Navier-Stokes方程在Dirichlet边界条件下当马赫数和
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费劳德(Froude)数趋向于零时滞弹性逼近系统的严格推导，覆盖了之前Masmoudi在J. Math. Pures Appl. 
88 (2007) 230~240中的特殊外力情形。 
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1. 引言 

本文考虑在 NR 的有界开集Ω中，对 ( ]0,1ε ∈ ， ( ),uε ερ 是下述非齐次可压缩等熵Navier-Stokes系统

在 ( )0,T ×Ω的一个弱解，研究 ε 趋于0时在适当条件下方程组(1.1)弱解的极限： 

( )

( ) ( )
( ) ( )1 1

2

div 0, 0,

div div 0.
1

t

t

u

u u u u u

ε ε ε ε

γ γε
ε ε ε ε ε ε ε ε ε

ρ ρ ρ
γρ

ρ ρ µ ξ ρ ρ
ε γ

− −

 + = ≥

 + ⊗ − ∆ − ∇ + ∇ − = −

              (1.1) 

其中， 0T > ， Nγ > ， 0µ > ， 0µ ξ+ > 。在(1.1)中，马赫数和Froude数都等于小数 ε 。 
关于小马赫数极限中主要的物理因素是考虑流体方程有齐次与非齐次之分，是等熵还是非等熵之别。

先来看齐次流体方程情形。当流体为等熵时，极限速度 u 满足 div 0u = 。在这种情形下，奇性极限为不可

压极限，此在过去几十年有很多研究(可见[1]-[11])。当流体为非等熵时，动量方程中带有 ( )21O ε 的压力

的梯度项与流体的密度和问题的行为密切相关。因此，小马赫数极限问题会变的更复杂，对于非等熵欧

拉方程 ( )0µ ξ= = 的不可压极限的文献可见([12] [13] [14])。而对于非等熵Navier-Stokes，由于系统结构

的复杂性问题会更加困难。Bresch等在[2]中利用特征展开的办法对声波进行了分析，并在忽略粘性热量

和温度扩散的假设下给出了当 0ε → 时周期区域下解的形式逼近。当考虑完全可压Navier-Stokes方程，

Alazard [15]利用拟微分算子研究了全空间中在坏始值条件下局部 ( )2 2sH s n> + 解的奇性极限，江松等

在[16]中只利用先验能量估计可得奇异极限。不幸的是，[15] [16]没有考虑有界区域。基于[2]，Feireisl
和Novotny [17]得到了坏始值条件下某些辐射气体的完全Navier-Stokes-Fourier方程周期变分解的小马赫

数极限。江松等[18] [19] [20] [21]研究了有界区域上好始值条件下非等熵Navier-Stokes方程的小马赫数极限。 
而对于非齐次情形，不论是等熵还是非等熵，可压缩流体方程的奇性极限研究的比较少。对方程组(1.1)

形式分析可知当 0ε → 时其方程收敛到滞弹性系统。对气体流体来说有很多模型，滞弹性系统是其中一种。

此系统最早由Ogura，Phillips [22]给出，也可参见Lipps，Hemler [23]。后来此模型被Durran [24] [25]发展。

Masmoudi [26]给出了当马赫数和Froude数以同样的速度趋于0时，带有势能项的可压等熵Navier-Stokes方程 

(包含势能项 2
1 Vερε

∇ )趋于滞弹性系统的严格推导，其中V gz= 是重力势能( z 为竖直分量)。文中滞弹性系 

统的密度函数只依赖于空间变量中的竖直分量。而对一般的外力项时，其空间变量不在仅是竖直方向的变

量，系统的估计会变得更加复杂，需要对系统进行精细的能量估计。 

本文中我们证明了在有界区域内对带有形如
( )

1
22 1

γε
ε

γρ
ρ

ε γ
−∇

−
的一般外力项的可压等熵Navier-Stokes
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方程当马赫数 ε 趋于0时收敛到滞弹性系统。而且在逼近过程中，在 ( )0, ;L T Lγ∞
中 ερ ρ→ ，其中 ρ 是依

赖于空间变量 ( )1, 2, ,ix i n=  。此结果放宽了已有结果Masmoudi [26]中对 ρ 只依赖于空间中竖直分量的

假设要求。 

2. 主要结果 

对于系统(1.1)给定初始条件和Dirichlet边界条件如下： 

( )( ) ( )( )0 00
, , , , ,

t
u t x m x xε ε ε ε ερ ρ ρ

=
= ∈Ω                            (2.1) 

0, on .uε = ∂Ω                                       (2.2) 

并且假设初始值 ( )( )0 0,m xε ερ 满足： 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 110
0 0

0

, , ,
m L m L Lγ γ γε

ε ε
ε

ρ
ρ

+∈ Ω ∈ Ω ∈ Ω                          (2.3) 

( )
( )

1
0 0

2

1
d

1
x C

γ γ γρ γρ ρ γ ρ
ε γ

−

Ω

− + −
≤

−∫                                (2.4) 

定义 0: dM xερ
Ω

= ∫ 是总质量，其不依赖于 ε 。 

既然 ρ 有正下界，定义一个从空间 ( )2L Ω 到空间 ( )2L Ω 上新的算子 Pρ 使得以下式子成立： 

,m P mρ ρ= + ∇Ψ  

div 0, 0.P m P m nρ ρ ∂Ω= ⋅ =  

此算子的定义可见[25]。 
利用[27]中相同的方法可证明可压缩等熵Navier-Stokes方程的初边值问题(1.1)，(2.1)~(2.2)存在整体弱

解。本文的主要结果是： 
定理2.1：在上述条件下，当 Nγ > 时对任意的时间T 可得 

( ) ( ) ( )2 1 2 2
0in 0, ; , in 0, ; , in 0, ;L T L u u L T H u u L T Lγ

ε ε ε ερ ρ ρ ρ∞→ → →               (2.5) 

并且 

( ) ( )2 2in 0, ;P u u L T Lρ ε ερ ρ→                                 (2.6) 

而且 ( ),uρ 满足下述滞弹性系统： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )0

div div 0, , 0, ,

div 0, , (0, ) ,
0, ,

0, .

tu u u u u q t x T

u t x T
u x

P m
u x xρ

ρ ρ µ ξ ρ

ρ

ρ

 + ⊗ − ∆ − ∇ + ∇ = ∈ ×Ω


= ∈ ×Ω

 = ∈∂Ω

 =

                 (2.7) 

在定理2.1中，u 理解为：在弱解意义下，对每个 0T > 和试验函数 [ ) ( )( )1 0, ;f C T D∈ Ω 满足 div 0f = 有 

0 0

00

d d d d

: div div d d d .

T T
t

T

fu f x s u u x s

f f fu u x s P m xρ

ρ
ρ

ξ
ρ ρ ρ

Ω Ω

Ω Ω

 
− ∂ − ⊗ ∇ 

 
     

+ ∇ ∇ + =     
     

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
                      (2.8) 
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3. 先验估计 

此节严格推导出 ερ 和 uε 关于 ε 的一致先验估计。在不致引起混淆的情况下，我们省略 ερ 和 uε 中的 ε 。 
引理3.1：假设(2.3)~(2.4)成立，则有 

2
2 2

0
d div d d ,

2 1
Tu

x u u x s Cε ε
ε ε ε

π
ρ µ ξ

γΩ Ω

 
 + + ∇ + ≤
 − 

∫ ∫ ∫                      (3.1) 

其中
( )1

2

γ γ γ
ε ε

ε

ρ ρ γρ ρ ρ
π

ε

−− − −
= 。 

证明：利用Lions [27] (或见Feireisl [28])的方法，基本能量估计可以得到。将动量方程(1.1)2乘 uε ，然

后在Ω上积分，得 

( ) ( )
2

2 21 1
2

d d div d 0.
d 2 1

u u x u u x
t

ε γ γε ε
ε ε ε ε ε

γρ
ρ ρ ρ µ ξ

ε γ
− −

Ω Ω
+ ∇ − + ∇ + ≤

−∫ ∫  

利用质量方程(1.1)1得 

( )

2 1
2 2

2

d d div d 0.
d 2 1

u
x u u x

t

γ γ
ε ε ε

ε ε ε
ρ γρ ρ

ρ µ ξ
ε γ

−

Ω Ω

 − + + ∇ + ≤
 − 

∫ ∫  

将上式关于时间在 ( )0, t 上积分，得 

( ) ( )

2 21 1
2 2 0 0

2 22 0
0

d div d d d .
2 2 11

tu m
x u u x s x

γ γ γ γ
ε εε ε

ε ε ε
εε

ρ γρ ρ ρ γρ
ρ µ ξ

ρ ε γε γ

− −

Ω Ω Ω

   − −   + + ∇ + ≤ +
   −−   

∫ ∫ ∫ ∫         (3.2) 

在(3.2)式两边同时加上 2 dx
γρ

εΩ∫ 得 

( )
( )

( )
( )

2 1
2 2

2 0

2 1
0 0 0

2
0

1
d div d d

2 1

1
d .

2 1

tu
x u u x s

m
x

γ γ γ
ε ε ε

ε ε ε

γ γ γ
ε ε ε

ε

ρ γρ ρ γ ρ
ρ µ ξ

ε γ

ρ γρ ρ γ ρ
ρ ε γ

−

Ω Ω

−

Ω

 − + −
 + + ∇ +
 − 
 − + −
 ≤ +
 − 

∫ ∫ ∫

∫

               (3.3) 

定义 ερ ρφ
ε
−

= ，则 

( ) ( )
( )

2 1 1

-1

1

.

γ γ γ γ γ γ
ε ε ε ε ε

γ γ γ
ε ε

ε π ρ ρ γρ ρ ρ ρ γρ ρ γ ρ

ρ ρ γ ρ εφ

− −= − − − = − + −

= − −
                     (3.4) 

将(3.3)变为 

( )
( )

2
2 2

0

2 1
0 0 0

2
0

d div d d
2 1

1
d .

2 1

.

tu
x u u x s

m
x

C

ε ε
ε ε ε

γ γ γ
ε ε ε

ε

π
ρ µ ξ

γ

ρ γρ ρ γ ρ
ρ ε γ

Ω Ω

−

Ω

 
 + + ∇ +
 − 
 − + −
 ≤ +
 − 

≤

∫ ∫ ∫

∫
                       (3.5) 

证毕。 
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利用凸不等式 ( ) 1 2x x Cxγ γ γρ ρ γρ −+ − − ≥ ， 2x C εφ≥ 。根据上述引理得 επ 在 ( )( )10, ;L T L∞ Ω 中有界， εφ

在 ( )( )20, ;L T L∞ Ω 中有界。并且 uε 在 ( )( )2 1
00, ;L T H Ω 中有界，

2uε ερ 在 ( )( )10, ;L T L∞ Ω 中有界， ερ 在

( )( )0, ;L T Lγ∞ Ω 中有界。 

引理 3.2：对密度有下述估计： 

( )( ) 0
20, , 0 1,L T
N

γ θ
ερ θ θ γ+∈ ×Ω < ≤ = −                            (3.6) 

( )( )1
0

1 20, , 1 1,L T
N

γ θ
εεφ θ θ γ

ε
+ ∈ ×Ω < ≤ = −                           (3.7) 

( )( )1
1

1 10, , 0 1 4L T
N

θ
εφ θ θ

γ
+  

∈ ×Ω < ≤ = + − 
 

                         (3.8) 

( )( )1 1
1

1 10, , 0 1 4L T
N

γ θγ
εε φ θ θ

γ
+−  
∈ ×Ω < ≤ = + − 

 
                       (3.9) 

( ) ( )( )1 2 2 1
1

1 1 10, , 0 1 4
2

L T
N

θ γ
ε ε

γ γ
ε π ρ φ θ θ

γ
− −−  

− ∈ ×Ω < ≤ = + − 
 

                (3.10) 

证明：由[27]，易得(3.6)。引入算子 0S 定义如下：对 1,rg W −∈ ， ( )0S g p= ，其中 ( ),u p 是下面 Stokes
方程的解 

( )

, d 0,

0, ,
div 0.

u p g p x

u x
u

Ω
−∆ +∇ = =
 = ∈∂Ω
 =

∫
                                (3.11) 

对(1.1)2 作用 0S 得 

( ) ( )

( ) ( )

0 0 0 2

1
0

1 1div d

0,
1

t S u S u u h x

S

γ γ γ γ
ε ε ε ε ε ε ε

γ
ε

ρ ρ ρ ρ ρ ρ
ε

γ
φ ρ

ε γ

Ω

−

 
∂ + ⊗ + + − − −  Ω 

− ∇ =
−

∫
                (3.12) 

其中， ( )0 0 divh S u uε εµ ξ= − ∆ − ∇ 将(3.12)乘 θ
εερ ，然后对时间空间积分，因 0

20 1
N

θ θ γ< ≤ = − ，利用[27]

中方法得 

0

1 1 d d d .
T

x x t Cγ γ γ γ θ
ε ε ερ ρ ρ ρ ρ

ε Ω Ω

 
− − − ≤  Ω 

∫ ∫ ∫                         (3.13) 

注意到 2 1d dx x Cγ γ γ
ε ε ε ερ ρ ε π γρ εφ−

Ω Ω
− = + ≤∫ ∫ ，由(3.12)得 

( )( )0

1 d d .
T

x t Cγ γ θ θ
ε ερ ρ ρ ρ

ε Ω
− − ≤∫ ∫                              (3.14) 

故，可推得(3.7)。 
由(1.1)1 可推得 

( ) ( )1 div div 0.t u uε ε ε εφ ρ φ
ε

∂ + + =                               (3.15) 
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定义
1θθ

ε ε εφ φ φ−= ，则 

( ) ( ) ( ) ( )11 div div 1 div .t phi u u uθθ θ θ
ε ε ε ε ε ε εφ θ ρ φ θ φ

ε
−∂ + + = −                    (3.16) 

用(3.12)乘 θ
εφ ，并利用上式得 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

0 0 0

1
0

0 0 2

1
0

div

1 div 1 div

1 1div d

0.
1

t S u S u u u S u

u u S u

S u u h x

S

θ θ θ
ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε

θ θ
ε ε ε ε ε ε

θ θ θ γ γ γ γ
ε ε ε ε ε ε ε ε

θ γ
ε ε

φ ρ φ ρ φ ρ

θ φ ρ θ φ ρ
ε

φ ρ φ φ ρ ρ ρ ρ
ε

γ
φ φ ρ

ε γ

−

Ω

−

   ∂ + − ⋅∇   
 + + −  

 
+ ⊗ + + − − −  Ω 

− ∇ =
−

∫
                 (3.17) 

对(3.17)式在 ( )0,T ×Ω上积分，然后乘 ε ，得 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0 00

1
00

1
0 0 00

d 0 d d d

div 1 div d d

div d d
1

1 1 d d d

T

T

T

S u x S u x u S u x s

u u S u x s

S u u h S x s

x x s

θ θ θ
ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε

θ θ
ε ε ε ε ε ε

θ θ γ
ε ε ε ε ε ε

θ γ γ γ γ
ε ε ε

ε φ ρ ε φ ρ ε φ ρ

θ φ ρ θ φ ρ

γ
εφ ρ φ φ ρ

ε γ

φ ρ ρ ρ ρ
ε

Ω Ω Ω

−

Ω

−

Ω

Ω Ω

   − − ⋅∇   

 + + − 
 

+ ⊗ + + ∇ 
−  

 
+ − − −  Ω 

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫0
0,

T
=∫

             (3.18) 

即 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

0 0 00

1
00

1
0 0 0

1 1 d d d

d 0 d d d

div 1 div d d

div d d
1

T

T

T

x x s

S u x S u x u S u x s

u u S u x s

S u u h S x s

θ γ γ γ γ
ε ε ε

θ θ θ
ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε

θ θ
ε ε ε ε ε ε

θ θ γ
ε ε ε ε ε ε

φ ρ ρ ρ ρ
ε

ε φ ρ ε φ ρ ε φ ρ

θ φ ρ θ φ ρ

γ
εφ ρ φ φ ρ

ε γ

Ω Ω

Ω Ω Ω

−

Ω

−

Ω

 
− − −  Ω 

   = − + + ⋅∇   

 − + − 
 

− ⊗ + + ∇ 
−  

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

0

5

1
: .

T

i
i

I
=

=

∫ ∫

∑

           (3.19) 

由于 επ 在 ( )( )10, ;L T L∞ Ω 中有界， εφ 在 ( )( )20, ;L T L∞ Ω 中有界， uε 在 ( )( )2 1
00, ;L T H Ω 中有界，

2uε ερ 在 ( )( )10, ;L T L∞ Ω 中有界， εερ 在 ( )( )0, ;L T Lγ∞ Ω 中有界，知 

( )( )
( )( )

( ) ( )( )

2

2

2 11

0, ; ,

0, ; ,

0, ; ,

q

q

u L T L

u L T L

L T L

ε ε

ε ε

θθ
ε

ρ

εφ

φ −− ∞

∈ Ω

∈ Ω

∈ Ω

                                 (3.20) 

其中
1 1 2

2
N

q Nγ
−

= + ，i.e. 2
2 2
Nq

N N
γ

γ γ
=

− +
。又因 1

4 40 1
N

θ θ
γ

< ≤ = + − ，则 
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1 2 1 2 2 1
2 2

N N
q N

θ θ γ γ
γ

− − − +
+ = + ≤ ，且有 

( )3 00
d d .

T
I u S u x s Cθ

ε ε ε εε φ ρ
Ω

= ⋅∇ ≤∫ ∫                             (3.21) 

类似地， iI C≤ ，( 1,2,4,5i = )。 

利用
1γ γ γ

ε ερ ρ ερ φ−− ≥ ，并且 γ γ
ερ ρ− 与 εφ 有相同符号，得 ( )( )1 1 0,L Tθ

εφ
+ ∈ ×Ω ，即推得(3.8)。 

利用 ( )γγ γ
ε ερ ρ εφ− ≥ ，并且 γ γ

ερ ρ− 与 εεφ 有相同符号，得 ( )( )1 1 0,L T
γ θγ

εε φ
+− ∈ ×Ω ，即推得(3.9)。 

因
( ) 32 2 21

2

γ θ
γγ γ

ε ε ε ε

γ γ
π ρ φ ε φ ε φ

+

− −−
− ≤ + ，并利用(3.8)~(3.9)得，当 0 1β γ≤ ≤ − 时有 1β θ β

εε φ + + 在

( )( )1 0,L T ×Ω 中有界。即可得对 10 θ θ< ≤ 时有
( )1 2 21

2
θ γ

ε ε

γ γ
ε π ρ φ− −−

− 在 ( )( )1 0,L T ×Ω 中有界。(3.10)得

证。证毕。 

4. 定理证明 
定理 2.1 的证明：我们利用算子 Pρ 作用到 uε ερ 上有如下分解 

( ) ( ) ( )u P u Q u P uε ε ρ ε ε ρ ε ε ρ ε ε ερ ρ ρ ρ ρ ψ= + = + ∇ 。利用[25]中方法易证当 ε 趋于 0 时 

( ) ,P u uρ ε ερ ρ→                                       (4.1) 

在 ( )( )2 0,L T ×Ω 中强收敛，并且 

0,ερ ψ∇ →                                         (4.2) 

在 ( )( )2 0,L T ×Ω 中弱收敛，其中 ( )div 0uρ = 。 
在证明极限过程时的主要困难是包含 ερ ψ∇ 和 εφ 的非线性极限。 
由于 

( ) ( ) ( )

( )( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1
2 2 2

1 1
2 2 2

1 1
2 2

2 1 2
2 2 2

1
1 1

1 1
1

1
1

1 1

γ γ γ γ

γ γ γ γ
ε

γ γ
ε

γ γ γ
ε

γρ γ
ρ ρ ρ ρ ρ

ε γ ε ε γ
γ

π ρ γ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ
ε ε γ ε

γ
π γ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ε ε γ
γ γ

π γ γ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ
ε ε ε

− − −

− −

− −

− − −

∇ − = ∇ − ∇
− −

= ∇ + ∇ + ∇ − − − ∇ − ∇
−

= ∇ + ∇ − − − ∇
−

= ∇ + − ∇ − + ∇ − − − ∇

 

( )
( )

( ) ( )( )

( )
( )

( ) ( )

2 2
2 2

2 2 2
2 2

1
2

2

γ γ
ε

γ γ γ
ε ε

γ γ γπ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ
ε γ ε

γ γ γρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ π ρ ρ φ
εε ε γ

− −

− − −

−
= ∇ + ∇ − + ∇ −

−

− − ∇ − − ∇ = ∇ + ∇
−

                (4.3) 

(1.1)2可重写为： 

( ) ( ) ( )2div div 0
t

u u u u u γ
ε ε ε ε ε ε ε ε ε

γ
ρ ρ µ ξ π ρ ρ φ

ε
−+ ⊗ − ∆ − ∇ +∇ + ∇ = .                (4.4) 

取试验函数 [ ] ( )( )1
0 0, ;f C T D∈ Ω 使得 ( )div 0f = ，则 
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( ) ( )

( ) ( )
0 0 0

0

d d : d d

0
div div div d d d

T T Tt f f fu x s u u x s u

f tf fu x s m x

ε ε ε ε ε ε

ε ε ε

ρ ρ µ
ρ ρ ρ

ξ π
ρ ρ ρ

Ω Ω Ω

Ω

∂    
− − ⊗ ∇ + ∇ ∇   

   
=   

+ − =   
   

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫
               (4.5) 

线性项易取极限，下证非线性项的极限，即证当 0ε → 时 

( )
0 0

: div d d : d d .
T Tf f fu u x s u u x sε ε ε ερ π ρ

ρ ρ ρΩ Ω

     
− ⊗ ∇ + → − ⊗ ∇     

     
∫ ∫ ∫ ∫                (4.6) 

引理4.1：在定理2.1的假设下，有 

( ) ( )div divu u u u Pε ε ε ερ π ρ ρ⊗ +∇ → ⊗ + ∇                           (4.7) 

在分布意义下弱收敛，其中 P 是分布函数。 
此章余下部分证明此引理。 

证明：在(3.10)中，因 1 1θ > ，知可用
( ) 2 21

2
γ

ε

γ γ
ρ φ−−

代替 επ 。因在 ( ) ( )( )0, ;L T Lγ∞ Ω 中 1ερ
ρ

→ ，则

可用
u uε ε ε ερ ρ

ρ
⊗

代替 u uε ε ερ ⊗ 取极限。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).u u P u u Q u P u Q u Q uε ε ε ε ρ ε ε ε ε ρ ε ε ρ ε ε ρ ε ε ρ ε ερ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ⊗ = ⊗ + ⊗ + ⊗            (4.8) 

由(4.1)~(4.2)知弱收敛 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 0.P u u u u Q u P uρ ε ε ε ε ρ ε ε ρ ε ερ ρ ρ ρ ρ ρ⊗ → ⊗ ⊗ →                    (4.9) 

用 ( )I Pρ− 作用(4.4)，并结合质量守恒方程可得方程组 

( )
( )

2 ,

div 0,

t

t

Fγ
ε ε ε

ε ε

γ
ρ ψ ρ ρ φ ρ

ε
ε φ ρ ψ

−∂ ∇ + ∇ =

 ∂ + ∇ =

                              (4.10) 

其中， ( ) ( )( )div divF I P u u u uε ρ ε ε ε ε ε εµ ξ ρ π= − ∆ + ∇ − ⊗ −∇ 对所有的 0s > 在 ( )( )1 0, ; sL T H 中有界。 

证明极限收敛需下面引理。 

引理4.2：在假设 εφ 和 εψ 在 ( ) ( )( )0, ; sL T H∞ Ω 中有界，Fε 对所有的 0s > 在 ( )( )1 0, ; sL T H 中有界，并

且(3.6)~(3.10)成立，则 

( ) ( )2 2div
2

Pγ
ε ε ε

γ
ρ ψ ψ ρ φ ρ−∇ ⊗∇ + ∇ → ∇                           (4.11) 

在分布函数空间中弱收敛。 
证明： 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2

2

2
2

div div
2

2

2

.
2

t

t t

t F

ε
ε ε ε ε

ε
ε ε

ε
ε ε ε ε

ε γ
ε ε ε ε ε

ψ
ρ ψ ψ ρ ρ ψ ψ

ψ
ρ ε φ ψ

ψ
ρ ε φ ψ εφ ψ

ψ
ρ ε φ ψ γρ ρ φ εφ−

∇
∇ ⊗∇ = ∇ + ∇ ∇

∇
= ∇ − ∂ ∇

∇
= ∇ − ∂ ∇ + ∂ ∇

∇
= ∇ − ∂ ∇ − ∇ +

                       (4.12) 
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简单的计算知 

( ) ( ) ( )
2 2

2 3 22 1 .
2 2

γ γ γε ε
ε

φ φ
ρ ρ φ γ ρ ρ γ ρ− − −   
∇ = − ∇ + −   

   
                     (4.13) 

则 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 2
3

1
div

2

2
.

2 2 2 t F

γ
ε ε ε

ε γ ε
ε ε ε ε

γ γ
ρ ψ ψ ρ φ

ψ γ γ φ
ρ ρ ε φ ψ εφ

−

−

−
∇ ⊗ + ∇

 ∇ −
 = ∇ + − ∂ ∇ +
 
 

                     (4.14) 

取极限之后我们可完成引理的证明。 

现在，定义 ( ) N xxδχ δ χ
δ

−  =  
 

，其中 χ 是试验函数，紧支在 NR 的球上，并且 d 1NR
xχ =∫ ，定义

uR uδ δχ= ∗ 。假设 

对于 εφ 的空间紧性我们有如下引理。 

引理4.3：在定理2.1的假设下，对每个 1p > ，当 0δ → 时有 εφ 在 ( )2PL L 空间中对 ε 是一致紧的，即 

( ) ( ) ( )2, , 0,PL L
t tε δ εφ χ φ⋅ ∗ − ⋅ →                                (4.15) 

对 ε 是一致的。 
证明：只证明 2p = 时结论成立，对其他情形可同样证明。取 rB B= ⊂ Ω。在 ( )1,rW B− 中引进算子 S ，

对 ( )1,rg W B−∈ ，定义 ( )S g p= ，其中 ( ),u p 是Stokes方程的解 

( ), div 0, , d 0,

0, on .
B

u p g u x B p x

u    x B  

ρ ρ−∆ + ∇ = = ∈ =


= ∈∂

∫                        (4.16) 

令 R I Rδ δ= − 。用 S 作用(4.4)后得到的式子再用 Rδ
 作用得 

( ) ( ) ( )div 0.t R S u R S u u R h R f R Sδ ε ε δ ε ε ε δ δ ε δ ε
γ

ρ ρ π
ε

∂ + ⊗ + + + ∇ =                      (4.17) 

其中 ( )divh S u uε εµ ξ= − ∆ − ∇ 。 

令 2f γ
ε ερ φ−= ，可得 

( ) ( )2 21 1div , div 0.t R f R u R uγ γ
δ ε δ ε ε δ ε ερ ρ ρ ρ

ε ε
− − ∂ + + = 

                        (4.18) 

由(4.7)~(4.8)得 

( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

2

2 2

2

1 div

1 1 , div

div 0.

t R f R S u R u R S u

R u R S u R u R S u

R f R S u u R h R f R f R S

γ
δ ε δ ε ε δ ε ε δ ε ε

γ γ
δ ε ε δ ε ε δ ε ε δ ε ε

δ ε δ ε ε ε δ δ ε δ ε δ ε

ρ ρ ρ ρ
ε

ρ ρ ρ ρ ρ ρ
ε ε

γ
ρ π

ε

−

− −

∂ +

 − ⋅∇ +  

+ ⊗ + + + ∇ =

   

   

     

                (4.19) 

考虑试验函数 ( ),t xΦ 在 [ ]
2

0,rB T× 上有支集，并且在 [ ]
4

0,rB T× 有 ( ), 1t xΦ = ，我们断定，当 0ε → 时， 

2

2

0
d d 0,

r

T

B
R f x sδ εγ →∫ ∫                                    (4.20) 
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对 ε 是一致的。 
事实上，用 εΦ乘(4.19)，然后对 t ， x 在 [ ]

2
0, rT B× 上积分得 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

2

2 2

2

2

2

0

2
0 0 0

2 2
0

0

d d

d : d d

, div d d

div d d

r

r r

r

r

T

B

T

B B

T γ
δB

T
ε ε ε δB

R f x s

R f R S m x R u R S u x s

R u R S u R u R S u x s

Φ R f R S u u R h R f R S x s.

δ ε

γ
δ ε δ ε δ ε ε δ ε ε

γ
ε ε δ ε ε δ ε ε δ ε ε

δ ε δ δ ε δ ε

γ

ε ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ε ρ π

−

− −

Φ

= + ∇ Φ

 + Φ ⋅∇ −  

− ⊗ + + ∇

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫



   

   

    

            (4.21) 

利用 p uε ε 在 ( )2 2L L 中的空间紧性， Nγ > 和引理3.2得上式右端项当 0δ → 时对 ε 一致趋向于 0 。此

证明了 εφ 关于 x 的局部紧性，即对每一个紧支集函数 ( ) ( )0x C∞Φ ∈ Ω ， εφΦ 在 ( )2 2L L 空间中是紧的，即 

( ) ( ) ( )2 2, , 0,
L L

t tε δ εφ χ φ⋅ ∗ − ⋅ →                                (4.22) 

利用 εφ 在 ( )1 1 2Lθ θ+ + > 中有界可将局部紧性扩展到整体紧性。利用 εφ 在 ( )2L L∞ 中有界得到(4.15)成
立。证毕。 

定义 R u uδ δχ= ∗ 表明对 ( )2u L∈ Ω 对空间变量 x 的磨光，其中函数 u 在 cx∈Ω 上延拓为0 

利用 uε 在 ( )2 1L H 中有界和 1 2H L→→ 推得 uε 在 ( )2 2L L 中是紧的，即 

( ) ( ) ( )2 2, , 0.
L L

u t u tε δ εχ⋅ ∗ − ⋅ →                                (4.23) 

然后利用 ερ 在 ( )L Lγ∞ 中收敛到 ρ 和 Nγ > ，可推得 uε ερ 在空间 ( )2 2L L 中是紧的，即 

( ) ( ) ( )2 2, , 0.
L L

u t u tε ε δ ε ερ χ ρ⋅ ∗ − ⋅ →                              (4.24) 

取 f 是 ( )0C∞ Ω 中的试验函数，并且满足 ( )div 0f = ，i.e. P f fρ = 。由动量方程(4.4)可知：对0 s t< < ，

有 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( )

d d

d d : d d

div div div d d

: d d

div div

t tt
s s

t

s

t

s

t

s

f fu t x u s x

f fu x s u u x s

f f fu u x s

fu u x s

f fu u

ε ε ε ε

ε ε ε ε ε

ε ε ε

ε ε ε

ε ε

ρ ρ
ρ ρ

ρ ρ
ρ ρ

µ ξ π
ρ ρ ρ

ρ
ρ

µ ξ
ρ ρ

Ω Ω

Ω Ω

Ω

Ω

Ω

   
−   

   
∂  

= + ⊗ ∇ 
 

     
− ∇ ∇ + −     

     
 

= ⊗ ∇ 
 

   
− ∇ ∇ + −   

   

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ div d d .f x sεπ ρ
 
 
 

                     (4.25) 

这意味着 ( )P uρ ε ερ 在 sH − ( s 足够大)，空间中关于时间是等度连续的。因此，根据[27]中的引理5.1

可知， ( ) ( )P u P uρ ε ε ρρ ρ→ 在 ( )( )2 20, ;L T L Ω 中强收敛。 

由(4.8)~(4.9)知，仍需 ( ) ( )Q u Q uρ ε ε ρ ε ερ ρ⊗ 的极限。因当 0δ → 时，在 ( )1 1L L 中 

( ) ( ) ( ) ( ) 0,Q u Q u Q R u Q R uρ ε ε ρ ε ε ρ δ ε ε ρ δ ε ερ ρ ρ ρ⊗ − ⊗ →                      (4.26) 
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对 ε 是一致的。因此，我们要证明 ( ) ( )Q R u Q R uρ δ ε ε ρ δ ε ερ ρ⊗ 的极限，并刻画 

( ) ( )
div

Q R u Q R uρ δ ε ε ρ δ ε ερ ρ
ρ

 ⊗
  
 

 

的精确表述。 
而由上面的正则性讨论可知，在 ( )1 1L L 中当 ,ε δ 分别趋向于0时有 

( )( ) ( )( )2 22 2 0.
2 2

R rγ γ
ε δ ε δ

γ γ
ρ φ ρ φ− −∇ − ∇ → →                          (4.27) 

现在若取(4.14)中 ( ) ( )( )22div
2ε ε ερ u u γ

ε
γ ρ φ−⊗ + ∇ 的极限，只需证明在 D′中当 ε 趋向于0时有 

( ) ( ) ( )( )22div ,
2

Q R u Q R u
R P rρ δ ε ε ρ δ ε ε γ
δ ε δ

ρ ρ γ
ρ φ ρ

ρ
− ⊗

+ ∇ → ∇ +  
 

                (4.28) 

其中当 0δ → 时， rδ 弱收敛到0。 
用 Rδ 作用(4.10)得 

( ) ( )
( )( )

2 2
, , ,

div 0,

t

t

R Q u R F R

R R Q u

γ γ
δ ρ ε ε δ ε ε δ δ ε

δ ε δ ρ ε ε

γ γ
ρ ρ ρ φ ρ ρ ρ φ

ε ε
ε φ ρ

− −  ∂ + ∇ = − ∇  

 ∂ + =

 

其中，对每个 0δ > ， ( ) ( )( ), div div εF R I P u u u uε δ δ ρ ε ε ε ε εµ ξ ρ π= − ∆ + ∇ − ⊗ −∇ 对所有的 0s > 在 

( )( )1 0, ; sL T H 中对 ε 一致有界。下述引理4.4保证了当 0δ → 时，(4.29)中右端项交换子在 ( )( )2 0,L T ×Ω 关

于 ε 一致趋向于0。事实上 

[ ] ( )2 2 2, , , ,R R Rγ γ γ
δ ε δ ε δ ερ ρ φ ρ ρ φ ρ ρ φ− − −   ∇ = ∇ + ∇                         (4.30) 

对于右端两项分别利用引理4.4中的(2)和(1)。 
引理4.4：(1) 对 ( )2 Nf L R∈ 和 ( )2 Ng C R∈ ，有 

( ) ( ) ( ) ( )2 22 1, ,L LL H
R fg gR f C f    R fg gR f C fδδ δ δ δ− ≤ − ≤                  (4.30) 

这里C 只依赖于 g 。而且，在 ( )2 NL R 中当 0δ → 时 

( ) ( ) 0,
R fg gR fδ δ

δ
−

→                                   (4.32) 

并且在 ( )1 NH R 中当 0δ → 时 

( ) ( ) 0.R fg gR fδ δ− →                                   (4.33) 

(2) 对 ( )1 Nf H R−∈ 和 ( )2 Ng L R∈ ，有 

( ) ( ) 12 ,HL
R fg gR f C fδ δ −− ≤                               (4.34) 

并且在 ( )2 NL R 中当 0δ → 时 

( ) ( ) 0.
R fg gR fδ δ

δ
−

→                                   (4.35) 

此引理的证明可参见[26]。 
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定义 ( ) ,R Q uδ ρ ε ε ε δρ ρ ψ= ∇ ， ,Rδ ε ε δφ φ= 类似于(4.14)的计算可有 

( ) ( ) ( )

( )

2 2
, , ,

2
, 3 2

, , ,

2
, ,

1
div

2

( 2)
2 2

, .

t

F R

γ
ε δ ε δ ε δ

ε δ γ
ε δ ε δ ε δ

γ
ε ε δ δ ε ε δ

γ γ
ρ ψ ψ ρ φ

ψ γ γ
ρ ρ φ ε φ ψ

γ
εφ ρ ρ φ φ

ρ

−

−

−

−
∇ ⊗∇ + ∇

 ∇ − = ∇ + − ∂ ∇
 
 

 + + ∇ 

                      (4.36) 

在(4.36)中先令 0ε → ，再令 0δ → 可得所需结论。 
定理证毕。 
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