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Abstract 
In this paper, we study the solution of the variational inequality KKT systems. A new NCP function 
is used to convert KKT conditions of variational inequalities into an equivalent smooth equation. 
And a smoothing Newton method [1] for solving the nonlinear complementarity problem of NCP 
function is established, and the convergence and local convergence of the algorithm are obtained, 
and the accuracy of the theoretical analysis is verified by numerical experiments. 
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摘  要 

本文研究了变分不等式KKT系统的求解问题，利用一个新的NCP函数将变分不等式的KKT条件转化为等
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价的光滑方程组。并在此建立了求解NCP函数非线性互补问题的一个光滑化牛顿法[1]，获得算法的收敛

性和局部收敛性结果，并给出数值实验结果验证理论分析的准确性。 
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1. 引言和预备知识 
求解变分不等式问题一直是学者们研究的热点课题之一，在文献[2]中作者已经成功的应用最经典的

互补函数 ( ) ( ) ( )
1

,
pp p

p a b a b a bφ = + − + 来求解了带约束的变分不等式。文献[3]中，又给我们介绍了四

类新的 NCP 函数，并给出了应用这几类 NCP 函数来求解带约束的变分不等式问题的方法。本文将采用

其中的一类 NCP 函数 ( ) ( )1 , ,pa b a b a bφ φ α + += − 来求解该问题。 

定义 1：函数 2: R Rφ → 称为 Fischer-Burmeister (FB)函数，如果满足下面的条件： 

( ) 2 2,FB a b a b a bφ = + − +                                  (1) 

其中 ,a b R∈ ，此函数在(0,0)点是不光滑的，作为一个互补函数，广泛的应用于处理非线性互补问题和锥

约束变分不等式问题[4]-[10]，如下函数被称为广义 FB 函数： 

( ), p p
p a b a b a bφ = + − +                                  (2) 

其中 ,a b R∈ ， ( )1,p∈ +∞ ，当 2p = 时，就是特殊的 FB 函数[11]。很多学者已经研究了基于广义 FB 函

数的非线性互补问题的几个 NCP 函数，并应用到于互补问题[12] [13]。众所周知函数(1)和(2)在(0,0)点是

不可微的。这给我们在数值实验中带来了不便。如下函数是由 FB 函数变形得到的，本文采用该函数求

解变分不等式问题： 

( ) ( )1 , ,pa b a b a bφ φ α + += −                                    (3) 

现在我们给出变分不等式问题的定义。令 nR 是 n 维欧式空间，其内积定义为： 
T,x y x y=  

范数为： 
1 2

2

1

n

i
i

x x
=

 =  
 
∑

 
设 X 为 n 维欧式空间 nR 中的非空闭凸集，映射 : n nF R R→ ， : n lh R R→ 为线性函数， : n mg R R→

为二次连续可微凸函数，则变分不等式(VI)问题： 
求 x X∈ ，使 

( ) ( )T 0F x y x− ≥ ， y X∀ ∈                                   (4) 
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其中可行集为： 

( ) ( ){ }: 0, 0X x h x g x= = ≤                                   (5) 

变分不等式(VI)问题与其它数学规划有着密切的联系： 
1) 如果 X 取为 nR 中的开集，VI 为广义方程组，即： 

( ) 0F x =  

2) 假设 ( )F x 的梯度 ( )F x∇ 为对称阵，此时 VI (4)~(5)对应于凸规划的 KKT 条件是： 

( )min f x  
s.t. Ax b=                                           (6) 

( ) 0g x ≤  

其中 l nA R ×∈ ， lb R∈ ， : n mg R R→ ， : nf R R→ ，当 f 是凸连续二次可微函数，问题(6)等价于以下 VI 问

题： 
求 x X∈ ，使 

( ) , 0,f x y x y X∇ − ≥ ∀ ∈  

其中集合 X 可表示为： 

( ){ }: 0, 0nX x R AX b g x= ∈ − = − ≥  

自从 VI 问题被提出来以后，其数值解的研究发展也非常迅速，学者们已经提出了许多有效的算法来

解决经典变分不等式和互补问题，其中包括投影法、内点法、非光滑方程组法、光滑方程组法和价值函

数法等[11] [14] [15]。本文通过利用 1φ 函数将非线性互补问题转化成一个非线性方程组 ( ) 0xψ = 来求解，

采用了基于 NCP 函数的光滑牛顿算法。 

2. KKT 条件的方程重构 

变分不等式问题(4)~(5)的 KKT 条件是： 

( ) ( ) ( )T T 0F x Jh x Jg xµ λ+ − =  
( ) 0h x =                                           (7) 

( )0 0g x λ≥ ⊥ ≥  

应用 NCP 函数(3)，从而 VI 等价于下述的 KKT 方程组： 

( )

( )
( )
( )( )

( )( )

1 1 1

1

, ,

0 , , , , ,

, ,

i

m m

L x
h x

x g x

g x

ε
µ λ

ψ ε µ λ φ ε λ

φ ε λ

 
 
 
 −
 = = − 
 
 
 − 

�

                              (8) 

其中 0ε > ， 

( ) ( ) ( ) ( )T T, ,L x F x Jh x Jg xµ λ µ λ≡ + +  

是 VI 的拉格朗日函数，如果 ( ), , ,xε µ λ 是光滑方程组(8)的解，( ), ,x µ λ 是变分不等式问题(4)~(5)的 KKT
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点。因此，我们的目标是获得平滑方程组(8)的数值解。对于 0ε > ， ,a b R∈ ， 1φ 的雅可比矩阵如下[3] [16]： 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )

1 1 1

1 1 1

1 1 1
1

1 11

1 1 1

, 1 , 1
, , , , , ,

, , , ,
sgn sgn

, 1 , 1
, , , , , ,

p p p

p p p

p p p

p pp

p p p

p p p

a bb a a b
a b a b a b

J a b
a b

a a b b
b a a b

a b a b a b

ε α α
ε ε εφ φ φ

φ ε
ε

ε α α
ε ε ε

− − −

+ + + +− − −

− −−

+ + + +− − −

 
 − − ∂ − − ∂  ∂ ∂ ∂   = =  ∂ ∂ ∂     ⋅ ⋅  − − ∂ − − ∂  
 

     (9) 

根据(9)，我们可以推出 ( ), , ,pJ xψ ε µ λ 的形式。 
定理 1：令 

1: l m n l m
i nR R R R Rψ + + +

+ × × × →  

被定义的映射(8)，设 0ε > ， ( ), , n l mx R R Rµ λ ∈ × × 是任意给定的点， 

( )

( )( )
( )( )

( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )( )

1

1

1

1

1
, ,

,
sgn

1
, ,

p
i

i ip

i i p
i p

i i
i ip

i i p

g x
g x

g x
a x

g x g x
g x

g x

ε

α λ
ε λ

λ

α λ
ε λ

−

− ++

−

− ++

 −
 − − ⋅∂ −

= 
−

− − ⋅∂ −

  

( )

( )
( )( )

( )( ) ( )

( )( )
( )( )

( ) ( )( )

1

1

1

1

1
, ,

,
sgn

1
, ,

p
i

i ip

i i p
i p

i i
i ip

i i p

g x
g x

b x

g x
g x

ε

λ
α λ

ε λ
λ

λ λ
α λ

ε λ

−

− + +

−

− ++

 −
 − − − ⋅∂

= 
−

− − ⋅∂ −


 

( ) ( )( )1 , , , ,g mD diag a x a xε ε ελ λ= �  

( ) ( )( )1 , , , ,mD diag b x b xε ε ε
λ λ λ= �

 
我们计算出 ( ), , ,i xψ ε µ λ 的 Jacobian 矩阵如下： 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

T T

1 2 3

1 0 0 0

0 , ,, , ,
0 0 0

0

x
i

J L x Jh x Jg xJ x
Jh x

E E E

µ λψ ε µ λ

 
 
 =  − 
  

 

其中 

( )( )

( )( )

( )( )

1

1

1 1

1

1

2 21

1

1

, ,

, ,

, ,

p

p

p

p

p

p

p

p

m m p

e
g x

e
g xE

e
g x

ε

ε λ

ε

ε λ

ε

ε λ

−

−

−

−

−

−

 
 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 
  

�

                                 (10) 
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2 g gE D Jε= −  

3E Dε
λ=  

现在我们研究 Jacobian 矩阵 iJψ 在点 ( ), , ,xε µ λ 处的非奇异性。 

定理 2：设 ( ) 1, , , n l mx Rε µ λ + + +∈ 为任意给定的点，且 0ε > 如果 

(a) 梯度 ( ){ } ( ){ }0: 1, , :j ih x j l g x i I∇ = ∪ ∇ ∈� 是线性无关的。 

(b) ( ), ,xJ L x µ λ 在梯度 ( ){ }: 1, ,jh x j l∇ = � 的零空间内是正定的。 

( ){ }0 : 0 , 1, 2, ,i iI i g x i mλ= = ≤ = �  

那么，Jacobian 矩阵 ( ), , ,iJ xψ ε µ λ 是非奇异的。 
证明：由定理 1， iJψ 是非奇异的当且仅当下面的矩阵是非奇异的，即 

( ) ( ) ( )
( )

T T

0

2 3

, ,
0 0
0

xJ L x Jh x Jg x
J Jh x

E E

µ λ 
 

= − 
 
   

是奇异的，因此，我们只要证明出 T
0J 是非奇异的。设 ( ), , n l mu v t R R R∈ × × 是 0J 的零空间内的任意一

个向量。 

( )T
0 , , 0J u v t =                                        (11) 

我们只要证明 0u = ， 0v = 和 0t = 即可，由(11)，我们可以得到如下三个式子： 

( ) ( ) ( )T T T
2 0xJ L u Jh v Jg E t− − =                                (12) 

( ) 0Jh u =                                         (13) 

( ) 3 0Jg u E t+ =                                       (14) 

由公式(13)，可以推出 

( )T T 0u Jh =  

Tu × (12)，可以得到 

( ) ( )T T T T
2xu J L u u Jg E t=                                   (15) 

Tt × (14)，可以得到 

( )T T
3t Jg u t E t= −                                      (16) 

由定理 1 中 3E 定义可知， 3E 是半负定的，我们可以得到： 

( )T

1 1
0

m n

j
j i

t t Jg u
= =

  = ≥ 
 

∑ ∑  

由于 0ia ≤ ，我们计算式子(15)的右半部分 

( )T T
2

1 1
0

m n

j j
j i

u Jg E t a t
= =

 = ≤ 
 

∑ ∑  

之后，我们可以得到： 
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( )T T 0xu J L u ≤  

由假设条件(b)可得： 
0u =                                            (17) 

因此，(12)和(14)分别成为： 

( ) ( )T T
2 0Jh v Jg E t+ =                                      (18) 

和 

( ) 0D tλ =                                          (19) 

对于任意的 0i I∉ ，通过(19)式不难得到 0ib ≠ 和 0it = 。令 { }1,2, ,I m= � ，(18)式等价于下面的式子： 

( ) ( )T T
2 0Jh v Jg E t+ =  

其中 

0

0

I

I I

t
t

t −

 
=  
  

                                         (20) 

根据假设条件(a)和(18)，不难得到： 
0, 0v t= =  

证明完毕。 

3. 光滑牛顿算法 
下面我们来研究一种光滑算法，用于求解方程组(18)，并标明该算法定义明确。令 N 表示所有非负

正数的合集。对于任意点 ( ), , ,xε µ λ ， ( ), , ,k k k n l m
k x R R R Rε µ λ +∈ × × × ，除非另有说明，否则我们总是

在本文中使用以下符号： 

( ) ( ): , , , ,z Y xε ε µ λ= =  

( ) ( ): , , , ,k k k k k
k kz Y xε ε µ λ= =  

算法 1 
Step1：任意选取常数 ( ), , 0,1δ σ γ ∈ ，与 0 n l mY R R R∈ × × 。取 0 Rε ++∈ ，故 0 1γε < 。 

令 ( )0 0
0: ,z Yε= ， 0:ε ε= ， ( ): ,0 n l mh R R R Rε ++= ∈ × × × 与 : 0k = 。 

Step2：如果 ( ) 0k
i zψ = ，则终止计算，否则，令 ( ) ( ){ }: min 1,k k

iz zβ γ ψ= 。 

Step3：求解下述方程组得到 ( ): ,k k n l m
kz Y R R R Rε∆ = ∆ ∆ ∈ × × ×  

( ) ( ) ( )k k k k
i iJ z z z z hψ ψ β∆ = − +                               (21) 

其中 ( )k
iJ zψ 表示在点 kz 处的函数 iψ 的雅可比矩阵。 

Step4：设 kα 是满足下述不等式的最小的非负整数 

( ) ( ) ( )[1 2 1 ]k k k
i k k iz z zψ α σ γε α ψ+ ∆ ≤ − −                           (22) 

计算 1 .k k k
kz z zα+ = + ∆  

Step5：置 : 1k k= + ，转到步 1。 
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接下来我们考虑算法 1 的适定性及收敛性。 
备注 1 
根据定理 2，我们知道 ( ),iJ Yψ ε 对于任意的 ( ), n l mY R R R Rε ++∈ × × × 是非奇异的，故方程(21)的解存

在且唯一，从而算法 1 的步 2 是适定的。 
备注 2 
下面证明步 3 的适定性，即有限终止。 

( ) ( )1 1 k
k k k k k k k zε ε α ε α ε α εβ+ = + ∆ = − +                             (23) 

上式表明对于所有的 k N∈ ， 0kε > ，通过备注 1，我们知道当 0kε > 时， ( )k
iJ zψ 是非奇异的，因

此，(21)对于所有 k N∈ 是可解的。另一方面，令 

( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k
i i iR z z z z J z zψ α ψ α ψ= + ∆ − + ∆                           (24) 

由 ( )k
iJ zψ 的一致连续性知，对于 nz R R++∈ × ，有

( )
0

lim 0
kR

α

α

α→
= ，故对所有的 ( )0,1α ∈ 及

nz R R++∈ × ，有 

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

1

1

1 1

k k
k

k k k k
i i

k k k
i

k k k
i

k k
i

z z

R z z J z z

R z z z h

R z z z

R z z

ψ α

ψ α ψ

α ψ αβ

α ψ αµβ

α λµ ψ

+ ∆

= + + ∆

= + − +

≤ + − +

≤ + − −  

                             (25) 

由(24)式知能找到 ( )0,1α ∈ ，使得对所有 ( )0,α α∈ 及 nz R R++∈ × ，有 

( ) ( ) ( )1 1k k k
i k k iz z zψ α σ γε α ψ+ ∆ ≤ − −                             (26) 

成立，这就证明了步 3 的有限终止性，证明完毕。 
(a) 由(23)式不难看出序列 ( ){ }k

i zψ 是单调递减的，这也暗示着序列 ( ){ }kzβ 是单调递减的。 

(b) 设 ( ) ( ) ( ){ }: , : ,n l mJ r Y R R R R Yε εβ ε ε+= ∈ × × × ≤ 与 ( )0z J r∈ 。实际上，对于所有的 k N∈ ，

( )kz J r∈ ，由于 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

1
1

1

1

1

0

k
k

k k
k k k

k k

z

z z

z z

ε εβ

τ ε τ εβ β

ε β β

+
+

+

+

−

= − + −

≥ − ≥

 

(c) 结合式(23)与备注 2 的(4)，可以得到 

( ) ( ) ( )1 1 1k
k k k k k k k k kzε τ ε τ εβ τ ε τ ε ε+ = − + ≤ − + =

 
因此，序列{ }kε 是单调递减的。 

4. 数值实验 

本节给出一个数值例子来验证算法 1 的有效性。我们的数值实验是应用 Matlab 软件进行计算。 
算例 1：我们考虑下面的变分不等式问题：找到 x满足 
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1 , 0,
2

Dx y x y C− ≥ ∀ ∈  

其中 

{ }: 0, 0nC x R Ax a Bx b= ∈ − = − ≤  

是 n n× 正定矩阵，A 和 B 分别是 l n× 和 m n× 维矩阵。d 是一个 1n× 维向量，a 和 b 分别是 1l × 和 1m×

维向量，并且 l m n+ ≤ 。 
我们确定常数如下： ,a b 和 ,A B 的元素是从间隔[1,2]中随机选择的， D 的主对角线元素取[1,2]，其

他元素取[0,1]。为了满足定理 2 的条件，我们设 ,A B 是满秩的，并且 ( )T Trank A B l m  = +  。每个问题实

例由算法 1 使用初始点求解，其中元素从间隔[0,1]中随机生成。在实现中，我们在方法中使用以下参数： 

00.5, 1.0 1, 0.1, 0.2eδ σ γ ε= = − = =  

数值结果总结在表 1 中，其中 n,l,Iter 和 Time 分别表示变量的数量，A的行向量的数量，迭代次数和

CPU 运行时间。 
 
Table 1. System resulting data of example 1 
表 1. 例 1 的数据结果 

n l Iter Time Error 

4 2 3 0.001893 1.00e−5 

8 4 4 0.000841 2.00e−6 

16 5 5 0.003516 2.00e−6 

32 5 8 0.006565 3.00e−6 

64 30 10 0.024259 4.00e−5 

128 50 22 0.117793 4.90e−5 

256 150 30 0.632780 5.00e−6 

 
上述实验计算的是 2p = 时的结果，和文献[2]中应用 ( ),p a bφ 函数求解的同一个变分不等式的结果相

比较，显然，本文应用 ( )1 ,a bφ 的算法迭代次数更少，收敛速度更快一些。 

5. 总结 

本文中，我们使用了一种新的 NCP 函数求解了变分不等式问题，在此函数的帮助下，我们将变分不

等式问题的 KKT 条件转化成一个方程组问题，并且在严格互补的条件下证明了映射 iψ 的 Jacobian 矩阵

的非奇异性，在此建立了求解 NCP 函数非线性互补问题的一个光滑化牛顿法，获得算法的收敛性和局部

收敛性结果，并给出数值实验结果验证理论分析的准确性。 
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