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Abstract 
An edge-coloring of a graph G with colors 1,2, , t  is an interval t-coloring if all colors are used, 
and the colors of edges incident to each vertex of G are distinct and form an interval of integer. A 
graph G is interval colorable if it has an interval t-coloring for some positive integer t. The set of all 
interval colorable graphs is denoted by ℵ . For any G∈ℵ , G has a interval t-coloring. w(G) and 
W(G) are the minimum and maximum numbers of t. A generalized θ-chain, denoted by 

1 2, , , km m m

θ , 

is a simple graph obtained by substituting 2im ≥  pairwise internally disjoint ( )1 ,i iv v− -paths for 

each edge 1i iv v−  of the path [ ]( )0 1 1kP v v v k= ≥ , where 1,2, ,i k= . In this paper, we give a 

tight upper bound on ( )1 2, , , km m mW


θ . 
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摘  要 

图G的一个用了颜色1,2, , t 的边着色称为区间t-着色，如果所有t种颜色都被用到，并且关联于G的同一
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个顶点的边上颜色各不相同且这些颜色构成了一个连续的整数区间。G称作是可区间着色的，如果对某

个正整数t，G有一个区间t-着色。所有可区间着色的图构成的集合记作ℵ。对图G∈ℵ，使得G有一个区

间 t-着色的 t的最小值和最大值分别记作 ( )w G 和 ( )W G 。广义θ-链，记作
1 2, , , km m m

θ ，是把路

[ ]( )0 1 1kP v v v k= ≥ 的每一条边 1i iv v− 用 2im ≥ 条两两内部不交的 ( )1 ,i iv v− -路替换掉而得到的简单图，

这里 1,2, ,i k= 。在本文中，我们给出了 ( )1 2, , , km m mW


θ 的一个紧的上界。 
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1. 引言 

( )V G 和 ( )E G 分别表示图 G 的顶点集和边集， ( )Gd v 表示顶点 ( )v V G∈ 在图 G 中的度， ( )G∆ 表示

图 G 的最大度， ( )Gχ′ 表示图 G 的边色数， nP 表示 n 个顶点的路。 
如果 α是图 G 的一个正常边着色，那么与 ( )v V G∈ 关联的边上的颜色构成的集合，记作 ( ),S v α 。我

们用 ( ),S v α 和 ( ),S v α 分别表示 ( ),S v α 的最小色值和最大色值。 
图 G 的一个用了颜色1,2, ,t 的正常边着色 α称为区间 t-着色，如果所有 t 种颜色都被用到，并且对

任意的 ( )v V G∈ ， ( ),S v α 是连续的。图 G 称为是可区间着色的，如果对某个正整数 t，G 有一个区间 t-
着色。所有可区间着色的图构成的集合记作ℵ。对图G∈ℵ，使得 G 有一个区间 t-着色的 t 的最小值和最

大值分别记作 w(G)和 W(G)。 
区间边着色的概念是由 Asratian 和 Kamalian 在[1] [2]中提出来的，并且证明了如果G∈ℵ，那么

( ) ( )G Gχ′ = ∆ 。在[3]中，Kamalian 证明了如果G∈ℵ是一个连通图，那么 ( ) ( )2 3W G V G≤ − 。这个上界

被 Giaro 等在 [4]中改进了，他们证明了如果 G∈ℵ是一个至少有 3 个顶点的连通图，那么

( ) ( )2 4W G V G≤ − 。对某些图类来说， ( )W G 的上界还得到了进一步的改进，其中包括不含三角形的图

[1] [2]和可平面图[5]。 
广义 θ-图是由 2m ≥ 条两两内部不交的 ( ),u v -路构成的简单图，记作 [ ], ,m mu vθ θ= 。广义 θ-链是把路

[ ]( )0 1 1kP v v v k= ≥ 的每一条边 1i iv v−  ( 1,2, ,i k=  )用 2im ≥ 条两两内部不交的 ( )1,i iv v− -路替换掉得到

的简单图，记作
1 2 1 2, , , 0 1, , , , , ,

k km m m m m m kv v vθ θ θ θ =  

 。在本文中，我们给出了 ( )1 2, , , km m mW θ


的一个紧的上

界。 

2. ( )1 2, , , km m mW


θ 的一个上界 

令
1 2 1 2, , , 0 1, , , , , ,

k km m m m m m kv v vθ θ θ θ =  

 ， ( )1,2, , ; 1,2, ,
ijn iP i k j m= =  是

imθ 中两两内部不交的

( )1,i iu v− -路。对每一个 { }1,2, ,i k∈  ，令 

( ) ( ){ }max 1,2, ,
i ijm n iL E P j mθ = =  , ( ) ( ){ }min 1,2, ,

i ijm n il E P j mθ = =   
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为 了 方 便 ， 我 们 记 ( )1 2, , , ki m m mL θ


为 ( ){ }| 1,2, ,
imL i kθ =  中 第 i 大 的 数 ， ( )1 2, , , ki m m ml θ



为

( ){ }| 1,2, ,
iml i kθ =  中第 i 大的数。 

引理 2.1：设 α 是可区间着色图 G 的一个区间 t-着色， ( )1 2, , ,s sP v v v=  是 G 中的一条路，其中

( )11 ,S v α∈ 且 ( ),st S v α∈ 。那么 ( )( )
1

1 1
s

G k
k

t d v
=

≤ + −∑ ，等号成立当且仅当  

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1
1

, , 1 1
i

i i i i G k
k

v v S v S v d vα α α+ +
=

= = = + −∑ ， 1,2, , 1i s= − 。 

证明：因为 ( )1, 1S v α = 且 ( ) ( )1 2 1,v v S vα α≤ ，我们有 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 11 , , 1Gv v S v S v d vα α α− ≤ − = − ,                        (1) 

等号成立当且仅当 ( ) ( ) ( )1 2 1 1, Gv v S v d vα α= = 。因为 ( ),sS v tα = 且 ( ) ( )1,s s sS v v vα α −≤ ，我们有 

( ) ( ) ( ) ( )1 , , 1s s s s G st v v S v S v d vα α α−− ≤ − = − ,                       (2) 

等号成立当且仅当 ( ) ( )1 ,s s sv v S vα α− = 。因为 ( ) ( ) ( )1 1, ,i i i iS v v v S vα α α+ +≤ ≤ ， 1,2, , 1i s= − ，我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 , , 1i i i i i i G iv v v v S v S v d vα α α α+ −− ≤ − = − ， 1,2, , 1i s= −               (3) 

等号成立当且仅当 ( ) ( ) ( ) ( )1 1, 1i i i i i G iv v S v v v d vα α α+ −= = + − 且 ( ) ( )1 ,i i iv v S vα α− = 。 

由(1)-(3)，我们可以得到 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
1

1 2 1 1 1
2 1

1 1 1
s s

i i i i s s G k
k k

t v v v v v v t v v d vα α α α
−

+ − −
= =

− = − + − + − ≤ −∑ ∑ , 

等号成立当且仅当 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1
1

, , 1 1
i

i i i i G k
k

v v S v S v d vα α α+ +
=

= = = + −∑ ， 1,2, , 1i s= − 。 

证毕。 
定理 2.3：若广义 θ-链

1 2 1 2, , , 0 1, , , , , ,
k km m m m m m kv v vθ θ θ θ =  

 可区间边着色的，那么 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 2 1 2

2 2 1

, , , , , , , , ,
1 1 1 2

1 1
k k k

k k k

m m m i m m m i m m m i i
i i i i

W L l m mθ θ θ
− −

= = = =

≤ + + − + −∑ ∑ ∑ ∑
  

. 

证明：设 α 是
1 2, , , km m mθ



的一个区间 ( )1 2, , , km m mW θ


-着色。那么存在两条边 ( )1 2, , ,,
km m me e E θ′ ′′∈



使得

( ) 1eα ′ = 且 ( ) ( )1 2, , , km m me Wα θ′′ =


。我们分以下两种情况讨论。 

Case 1. ( ),
rme e E θ′ ′′∈ ， { }1,2, ,r k∈  。 

首先，我们假设 ( ),
rjne e E P′ ′′∈ ， { }1,2, , rj m∈  。令 ( )1 2, , ,

rj rjn nP u u u=  ，
1 1 1s se u u +′ = ，

2 2 1s se u u +′′ = ，

这里 1 21 1rjs s n≤ < ≤ − 且{ } { }1 1, ,
rjn r ru u v v−= 。那么 ( )1 11 ,sS u α+∈ ， ( ) ( )1 2 2, , , ,

km m m sW S uθ α∈


。由引理 2.1，

我们有 

( ) ( )( ) ( )
2

1 2
1

1

, , ,
1 2

1 1 1 1
rj

k

ns

m m m i i
i s i

W d u d uθ
−

= + =

≤ + − ≤ + −∑ ∑


。             (4) 

因为 ( ) ( )2 1 2
rjnd u d u −= = = 且 ( ) 1

rjn rjE P n= − ，由(4)我们有 

( ) ( ) ( )1 2 1 2, , , 1 , , ,1
k r km m m rj m m m mW n L Lθ θ θ≤ − ≤ ≤

 

，因此结论成立。 

其次 ,我们假设 ( )rpne E P′∈ 且 ( )rqne E P′′∈ ，这里 { }1,2, , rq p m≠ ∈  。设 ( )1 2, , ,
rp rpn nP x x x=  ，

( )1 2, , ,
rq rqn nP y y y=  ， 1t te x x +′ = ， 1d de y y +′′ = ，这里 { }1,2, , 1rpt n∈ − ， { }1,2, , 1rqd n∈ − ， 1 1 1rx y v −= = ，
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rp rqn n rx y v= = 。我们考虑以下两条路: 

( )1
1 1 2 3, , , , , , ,t t dP x x x y y y−=   , ( )2

1 2 1 2 1, , , , , , ,
rq rp rpd d n n n tP y y y x x x+ + − − +=   . 

显然， ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 2
rp rq rn n mE P E P E P E P L θ+ + = + ≤ ，因此 ( ) ( ) ( )( )1 2 2 1

rmE P E P L θ+ ≤ − 。我

们能断言 ( ) ( )1 1
rmE P L θ≤ − 或者 ( ) ( )2 1

rmE P L θ≤ − ，否则 ( ) ( ) ( )1 2 2
rmE P E P L θ+ ≥ ，矛盾。不失一般

性，设 ( ) ( )1 1
rmE P L θ≤ − ，那么 ( ) ( )1

rmV P L θ≤ 。注意到 ( )1 ,tS x α∈ 且 ( ) ( )
1 2, , , ,

km m m dW S yθ α∈


。由引

理 2.1，我们有 

( ) ( )( )
( )

1 2
1

, , , 1 1
km m m

u V P

W d uθ
∈

≤ + −∑


.                            (5) 

因 为 ( ) ( )1 1 1r r rd x d v m m− −= = + ， 且 对 任 意 ( ) { }1
1\u V P x∈ 有 ( ) 2d u = ， 由 (5) ， 我 们 有

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2

1
, , , 1 1 1 , , , 11 1 1

k r km m m r r m r r m m m r rW m m V P L m m L m mθ θ θ− − −≤ + + − ≤ + + − ≤ + + −
 

，因此结论成立。 

Case 2. ( )rme E θ′∈ ， ( )sme E θ′′∈ ， { }1,2, ,s r k≠ ∈  . 
不失一般性，设 1 r s k≤ < ≤ ， ( ) ( )1i in mE P L θ= 且 ( ) ( )( )1,2, ,

im iin mE P l i kθ= =  ， ( )rpne E P′∈ 且

( )sqne E P′′∈ ，这里 { }1,2, , rp m∈  且 { }1,2, , sq m∈  。设 ( )1 2, , ,
rp rpn nP x x x=  ， ( )1 2, , ,

sq sqn nP y y y=  ，

1t te x x +′ = ， 1d de y y +′′ = ，这里 { }1,2, , 1rpt n∈ − ， { }1,2, , 1sqd n∈ − ， 1 1rx v −= ，
rpn rx v= ， 1 1sy v −= ，

sqn sy v= 。

那么 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 2 11 2 1

1
1 2 1 2, , , , , ,

rp r m r m s mr r st t n n n n dP x x x P P P y y y
+ + −+ + −

+ += ∪ ∪ ∪ ∪ ∪    

是
1 2, , , km m mθ



中的一条路满足 ( )11 ,tS x α+∈ 且 ( ) ( )
1 2, , , ,

km m m dW S yθ α∈


。由引理 2.1，可得 

( ) ( )( )
( )

1 2
1

, , , 1 1
km m m

u V P

W d uθ
∈

≤ + −∑


.                           (6) 

令 

{ }( ) { }( )
{ }( ) { }( )
{ }( ) { }( )

1 1 11

11 1

1 1 11

1 1 1

0
2 1 1
1 1

2
0

1 1
1 1

0
2 1

\ \ , 1 ,

\ \ , 1 ,

\ \ , 1 .

m im r im s im kmi i i k

im s im kmi i k

m im r im ki i

r s k

n n n n n n n k
i i r i s
s k

n n n n n k
i r i s

r s

n n n n n k
i i r

P v P P P P P P v r s k

P P v P P P P v r s k

P v P P P P v r s k

− − −

= = + = +

− −

= + = +

− −

= = +

∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ < < <

= ∪ ∪ ∪ ∪ = < <

∪ ∪ ∪ ∪ < < =

  

 

 











 

显然， ( ) ( )1 2V P V P⊆ ，表明 ( )( )
( )

( )( )
( )1 2

1 1
u V P u V P

d u d u
∈ ∈

− ≤ −∑ ∑ 。因为 ( ) 1i i id v m m += +  ( )1,2, , 1i k= − ，

且对任意 ( ) { }2
1 2 1\ , , , ku V P v v v −∈  有 ( ) 2d u = ， ( ) ( )1

1
i im nL V Pθ = −  ( )1,2, ,i k=  ，由(6)，我们有 

( ) ( )( )
( )

( )( )
( )

( )( ) ( )( )
( ) { }

{ } { }

( )( )
( ) { }

{ }

( ) ( )( )
{ } { }

( )( )
{ }

1 2
1 2

11 1

, , ,

1 1 \ ,\ ,
,1,2, , \ ,

1
1 1 1,2, , \ , ,

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

k

n i in i i iimi

i i

m m m
u V P u V P

i
i k u V P v vu V P v v

i r si k r s

i i m m
i k i k r s i r s

W d u d u

d v d u d u

m m L L

θ

θ θ

−−

∈ ∈

≤ ≤ − ∈∈

∈∈

+
≤ ≤ − ∈ ∈

≤ + − ≤ + −

= + − + − + −

= + + − + − + −

∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
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( ) ( ) ( )
{ } { }

( )
{ }

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 2

1 2 1 2

1
1 1 1 1 1,2, , \ , ,

, , , , , ,
1 2 1 2 1 1 2

, , , , , ,
1 2 1 2 1 2 1

1 1

1 1

1 1

i i

k k

k k

i i m m
i k i k i k r s i r s

i m m m i m m m i i
i i k i k i k

i m m m i m m m i i
i i k i k i k

m m l L

L l m m

L l m m

θ θ

θ θ

θ θ

+
≤ ≤ − ≤ ≤ − ∈ ∈

≤ ≤ ≤ ≤ − ≤ ≤ − ≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤ − ≤ ≤ ≤ ≤ −

= − + − + +

≤ + + − + −

= + + − + −

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑



 

 

 

因此结论成立。 
证毕。 
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