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Abstract 
In this paper, through the support function of strictly closed convex curves, the one-dimensional 
inverse mean curvature flow is transformed into partial differential equations. Using Lies point 
symmetry group theory, the symmetry group of one-dimensional inverse mean curvature flow is 
studied, and the equations are reduced. The group has no solution. 
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摘  要 

本文通过严格闭凸曲线的支撑函数，将一维逆平均曲率流转化成偏微分方程，利用李点对称群理论，研

究了一维逆平均曲率流的对称群，并对方程进行约化，讨论了群不变解。 
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1. 引言 

本文主要采用不变群理论研究了一个从逆平均曲率流中推导出的非线性方程的群不变解问题。关于

逆平均曲率流的研究，已有很多结果，如 2012 年，丁琪研究了平均曲率流的自相似解和一类逆平均曲率

流[1]；2014 年，刘艳楠和苏梅研究了一类带外立场的逆平均曲率流的梯度估计[2]；2015 年，陈邦彦对

逆平均曲率流进行了研究[3]。李对称群方法是研究几何和物理领域中微分方程不变解的基础方法.李群又

称对称群或不变群，它是数学中应用及其广泛的一个分支，李群与微分方程的联系由来已久，随着非线

性微分方程研究的需要，通过微分方程的不变性来研究非线性偏微分方程的性质，特别是方程的不变解

已成为一个十分重要的课题.为了求解微分方程的群不变解，首先要确定微分方程的李点对称群及其子群. 
本文将研究如下一维逆平均曲率流的对称群及不变解，方程如下： 

1 .r k
t

−∂
= −

∂
n                                      (1.1) 

其中： γ 是闭严格凸曲线， 1k − 是平面曲线 γ 的逆平均曲率，向量 n是平面曲线 γ 的单位内法向量。 
本文首先利用凸曲线函数的支撑函数，将一维逆平均曲率流转化成简单的抛物型偏微分方程。其次

利用 Olver 提出的方法[4]系统的研究了抛物型偏微分方程，求解出该方程的对称代数，最后根据得到的

对称性的相关向量，通过对称约化方法[4]得到抛物型偏微分方程的群不变解。 

2. 抛物型偏微分方程的导出 

微分几何是运用微积分理论研究空间的几何性质，古典微分几何研究三维空间中的曲线和曲面，而

现代微分几何开始研究更一般的空间流形，微分几何学以光滑曲线(曲面)作为研究对象，关于这方面的研

究，已经建立了一个比较完整的体系。在过去的几十年中，数学家、物理学家以及天文学家对时空中的

曲线和曲面的运动越来越感兴趣，这方面的研究也取得了很大的进展，其中最重要的例子就是平均曲率流： 

.k
t
γ∂
=

∂
n                                       (2.1) 

这种流是抛物的，它是抛物型偏微分方程理论在几何中的成功应用，这一部分我们将研究如下一维

逆平均曲率流： 

1r k
t

−∂
= −

∂
n                                       (*) 

其中： γ 是闭严格凸曲线，k 是平面曲线 γ 的平均曲率，向量 n是平面曲线 γ 的单位内法向量。上述方程

可以简化成曲线的支撑函数所满足的偏微分方程。 
假设 [ )1 2: 0,h t Rγ × → 是一族满足(*)的凸曲线族，我们用法向角参数化演化曲线 ( ), tγ ⋅ ，用曲线的支

撑函数研究流的短时间存在性。 
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取 ( ) ( ) ( )( ), , , ,u tγ θ τ γ θ τ θ τ= 。其中 ( ),t θ τ τ= ，
u

u t
γ γ γ
τ τ
∂ ∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂ ∂


。 

由链式法则可得 

0 .u
u t

θ θ θ
τ τ
∂ ∂ ∂ ∂

= = +
∂ ∂ ∂ ∂

 

定义演化曲线 ( ) ( ) ( )( ), , , ,x yγ θ τ θ τ θ τ= 的支撑函数为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , cos , sin .h x yθ τ γ θ τ θ τ θ θ τ θ= − = +n  

那么我们有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , sin , cos ,h x yθ θ τ γ θ τ θ τ θ θ τ θ= = − +t  

则曲线 γ可由支撑函数及其支撑函数关于法向角的一阶偏导数给出 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

, cos sin ,

, sin cos .

x h h

y h h
θ

θ

θ τ θ θ

θ τ θ θ

= −


= +
 

通过直接计算可得 

( ) ( )sin cosh h x yθθ θ θθ θ+ = − +  

d d d d d, .
d d d d d

s s s
s s
γ γ

θ θ θ
 = = 
 

t  

由 Frenet-Serret 公式，我们有 

1h h
kθθ + =  

1, , , .uh k h h
u t tτ θθ

γ γ γ γ
τ τ

−∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − = + − = − = = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
n n n



                (2.2) 

这是一个偏微分方程，根据偏微分方程的理论，可以得到方程(*)解的局部存在唯一性定理。 

3. 抛物型偏微分方程(2.2)的对称群 

李对称方法是研究偏微分方程的有效工具，一个偏微分方程的对称群是作用在自变量和因变量空间

上最大的连通局部李氏变换群，并且它把方程的一个解映射到另一个解，即保持了解集的不变性。我们

以 2 阶偏微分方程为例。 
下面我们将会给出偏微分方程(2.2)的对称群，则方程为： 

h h hτ θθ− =                                      (3.1) 

设 

( ) ( ) ( ), , , , , , .X t h t h t h
t h

ξ θ η θ φ θ
θ

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂
 

是在开集 M D U⊂ × 上的一个 c∞ 向量场。对方程(2.2)而言，不变条件有如下形式： 

0.τ θθφ φ φ− + − =  

将 ,τ θθφ φ 的具体形式代入上式，并利用方程(3.1)，消去 hθθ ，即用 h hτ − 来代替 hθθ ，我们就可以得到

如下等式： 
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( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )

2

2 3 2

0 2

2  2 2

2 3 2 .

h h h h h

hh h h hh hh h

h h h h

h h h h h h

h h h h h h h h

h h h h u h h h h

τ τ τ τ θ τ τ θ θθ θ θθ θ τ

θ θ θ τ θ θ τ θ θ τ

τθ θ τ τ τ θ τθ

φ φ φ ξ η ξ η φ φ η ξ

φ η ξ η ξ φ η

ξ η ξ ξ

= − + + − − − − − − − +

− − + + + − − −

+ + − + − +

 

把这个等式看成是函数 h 各阶偏导数的多项式，由于其各不相关，所以各阶偏导数的系数均恒等于零。

于是，我们得到一个偏微分方程组。 

0,    2 0,
2 0,     0,

2 0,    0,     0,
2 0,   0,   0,    0.

h h h

h hh hh hh

h h h

τ θθ τ θ θ

τ θ θθ θ

θ

θ θ

φ φ φ ξ ξ η
η φ η ξ η
η φ η ξ
φ η ξ η ξ

− + − = − + + =

− − + = − =

− = = =

− = = = =

 

它的通解为 

( )
( )
( ) ( ) ( )

1

2

3 4

, , ,

, , ,

, , cos sin .

h c

h c

h c c

ξ τ θ

η τ θ

φ τ θ θ θ

=

=

= +

 

其中 1 2 3 4, , ,c c c c 是任意不相关常数，这样就得到了方程(3.1)的四维李点对称群，这组通解定义了方程(3.1)
的对称群。 

定理 3.1 方程 

h h hτ θθ= +  

的对称群所对应的李代数由以下向量场生产： 

( ) ( )

1 2

3 4

,      ,     

sin ,     cos .

v v

v v
h h

τ θ

θ θ

∂ ∂
= =
∂ ∂

∂ ∂
= =

∂ ∂

 

下面验证向量场{ }1 2 3 4, , ,v v v v 关于李括号运算是封闭的，见表 1。 
由此不难解出与上列向量场相应的单参数群如下。 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )

1

2

3

4

: , , , , ,

: , , , , ,

: , , , , sin ,

: , , , , cos .

g h h

g h h

g h h

g h h

τ θ τ ε θ

τ θ τ θ ε

τ θ τ θ ε θ

τ θ τ θ ε θ

→ +

→ +

→ +

→ +

 

进一步，根据上述单参数不变群可知，若 ( ),u f x y= 是方程(3.1)的解，则下列 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4, , ,u u u u 也是方程的

解，即群不变解。 
 
Table 1. Lie bracket 
表 1. 李括号运算 

[vi,vj] v1 v2 v3 v4 

v1 0 0 0 0 

v2 0 0 v4 −v3 

v3 0 −v4 0 0 

v4 0 v3 0 0 
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( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

2

3

4

, ,

, ,

, sin ,

, cos .

u f x y

u f x y

u f x y y

u f x y y

ε

ε

ε

ε

= −

= −

= +

= +

 

4. 方程(3.1)的对称约化和群不变解 

我们在求出非线性偏微分方程(3.1)的向量场后，接下来根据所求出的无穷小生成子得到偏微分方程

的约化方程，往往这些约化方程比原非线性偏微分方程容易求解，进而给出了 1 2 3 4, ,v cv v v+ 情形下得不变

解。 

4.1. 1 2v cv+ 情形 

首先求解 1 2v cv+ 对应的不变量ξ ，为求不变量，我们解 1 2v cv+ 相应的特征方程， 1 2v cv+ 的特征方程

为： 

d d d
1 0

h
c
τ θ
= =                                    (4.1) 

解式(4.1)得到 1 2v cv+ 的 1 个群不变量： 
cξ τ θ= −                                      (4.2) 

从不变量(4.2)得到原方程(3.1)的不变解具有下面形式： 

( )h f ξ=                                      (4.3) 

由(4.3)式计算出关于 ,τ θ 的各阶导数 

, , .h f h cf h cfτ θ θθ′ ′ ′′= = − = −  

把以上结果代入方程(3.1)得到以下常微分方程： 

f cf f′ ′′+ =                                     (4.4) 

4.2. v3情形 

首先求解 3v 对应的不变量ξ ，为求不变量，我们解 3v 相应的特征方程， 3v 的特征方程为： 

( )
d d d
0 0 sin

hτ θ
θ

= =                                   (4.5) 

解式(4.5)得到 3v 的 1 个群不变量： 

( )cosξ θ=                                       (4.6) 

从不变量(4.6)得到原方程(3.1)的不变解具有下面形式： 

( )h f ξ=                                        (4.7) 

由(4.7)式计算出关于 ,τ θ 的各阶导数  

( ) ( ) ( )0, sin , cos sin .h h f h f fτ θ θθθ θ θ′ ′ ′′= = − = − −  

把以上结果代入方程(3.1)，得到以下常微分方程： 

( ) ( )cos sin .f f fθ θ′ ′′+ =                                (4.8) 
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4.3. v4情形 

首先求解 4v 对应的不变量ξ ，为求不变量，我们解 4v 相应的特征方程， 4v 的特征方程为： 

( )
d d d
0 0 cos

hτ θ
θ

= =                                   (4.9) 

解式(4.9)得到 4v 的 1 个群不变量： 

( )sinξ θ= −                                    (4.10) 

从不变量(4.10)得到原方程(3.1)的不变解具有下面形式： 

( )h f ξ=                                     (4.11) 

由(4.11)式计算出关于 ,τ θ 的各阶导数 

( ) ( ) ( )0, cos , sin cos .h h y f h f fτ θ θθ θ θ′ ′ ′′= = − = −  

把以上结果代入方程(3.1)，得到以下常微分方程： 

( ) ( )sin cosf f fθ θ′ ′′− + =                              (4.12) 

5. 结论 

在这篇文章中，我们系统地研究了一个从逆平均曲率流中推导出的非线性方程的群不变解问题，利

用李点对称群理论，研究了一维逆平均曲率流的对称群。通过对方程进行约化，我们能将原偏微分方程

化为较之简单的常微分方程，从而得出了原方程的群不变解，但本文对逆平均曲率流只是做了较初步讨

论，还有许多问题有待我们去深入研究，在以后的工作中，我们将会更深入的研究，以期获得更多的结

果和收获。 
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