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Abstract 
The invariant region is an important theory for reaction-diffusion equation. It can be used to 
prove the global existence theorem and study the long time behavior of the solution, so it can pro-
vide proper theoretical basis and framework. In this paper, we study how to find the invariant re-
gion by the three-level food chain model, two-ploy autocatalytic chemical polymer model and 
Gray-Scott model which are very significant model in the field of ecology and chemistry. 
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摘  要 

不变区域是研究反映扩散方程的一个重要理论。可以用来证明整体存在性定理，并且为研究解的长时间

渐进行为提供合理的理论基础和框架。三级食物链模型、二聚自催化化学聚合物模型和Gray-Scott模型

是生态学和化学领域非常重要的模型。本文主要研究如何找出以上系统的不变区域。 
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1. 引言 

本文考虑一个反映扩散系统： 

( ) ( )

( ) ( )0

, , ,

,0 ,

xx x
v Dv Mv f v t x t R
t

v x v x x

ε +
∂ = + + ∈Ω×∂

 = ∈Ω

                            (1) 

其中 0ε > ，Ω是 R 中的开区间， ( ),D D v x= 和 ( ),M M v x= ，是定义在开子集 nU V R× ⊂ ×Ω上的矩阵

值函数， 0D ≥ ， ( )1 2, , , nv v v v= � ， ( )1 2, , , nf f f f= � 是从U R+× 到 nR 的光滑映射。 

我们先来看一下不变区域的定义(见文献[1] [2] [3] [4])。 
定义 1：闭集 nRΣ ⊂ 称为(1)的局部解的(正)不变区域，如果 ( ),v x t 的初值和边界均属于Σ，且对于

( ) ( ], 0,x t T∀ ⊂ Ω× ，满足 ( ),v x t ∈Σ。 

其中不变区域 Σ可由“半空间”的交集组成，即 
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其中 ( )iG v 是定义在开子集 U 上的光滑实值函数，并且
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通过不变区域的定义我们得到(1)的整体存在性定理(见文献[4])。 
定理 1：设 B 是可容许的巴拿赫空间， 0v B∈ ，对于 0T∀ > ，(1)的解在 [ ]0,TΩ× 上有先验估计： 

( )0t B Bv C v≤  

即对于 0T∀ > ，(1)在 [ ]0,TΩ× 上有解 ( ),v x t B∈ 。证明见文献[4]。 

2. 不变区域的主要内容 

定义 2：光滑函数 : nG R R→ 在 0v 点称为是拟凸的，若 ( ), 0n
vR dGη η∈ = ，则推出 ( )

0

2 , 0vd G η η ≥ 其

中 ( )
0

2
2

0
i j v v

Gd G v
v v

=

 ∂
=   ∂ ∂ 

。 

定理 2：设Σ由(2)定义给出，假设对任意 t R+∈ 并且 0v∀ ∈∂Σ (对于 i 有 ( )0 0iG v = )，满足以下条件： 

1) 对 x∀ ∈Ω，在 0v 处是 ( )0 ,D v x 和 ( )0 ,D v x 的左特征向量。 
即存在 ,µ λ有 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 0 0

0 0 0

, ,

, .
i i

i i

dG v D v x dG v

dG v M v x dG v

µ
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=

=
 

2) 如果 ( )0 ,i idG D v x dGµ= ， 0µ ≠ ，则 iG 在 0v 点是拟凸的。 

3) 对 t R+∀ ∈ 在 0v 点 ( ) 0idG f < 。 

则对于每一个 0ε > ，Σ是(1)的不变区域。 
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此定理证明见文献[1]。 
定义 3：称方程组的初边值问题(1)是 f 稳定的，如果对于 f 的任意函数列{ }lf ，只要在有界闭集 nRΩ⊂  

上， lf 一致收敛于 f， lf
v

∂
∂

一致收敛于
f
v
∂
∂

，那么 v 存在时，当 l →∞时， lv 也存在。同时在Ω的稠密

集上，存在 lv 的子列收敛到 v。其中 lv 和 v 分别是问题(1)对应于 lf 和 f 的解。 

注：如果方程组(1)是 f 稳定的，我们可以将定理 2 的条件 3)放宽至： 
3)' 对 t R+∀ ∈ 在 0v 点 ( ) 0idG f ≤ 。 

其他条件不变，则定理 1 仍成立。 
推论 1：假设 D 和 M 都是对角矩阵，并且 Σ满足下面式子: 

}{
1

:
n

i i i
i

v a v b
=

Σ = ≤ ≤∩                                      (3) 

还需满足定理 1 中的条件 3)，即 f 在 Σ∂ 处指向 Σ内部，则对于 0ε∀ > ，(3)是方程组(1)的不变区域。 
下面给出应用不变区域的例子，并且通过定理 1 研究解的整体存在性。 
例 1：三级食物链模型 
实物 A 为昆虫或者植物，中级猎物 B 为食饵或鸟类，和高级猎物 C，且 B 只吃 A，C 只吃 B，没有

B，C 将死掉，没有 A，B 和 C 都死掉，记 u，v，w 分别是 A，B，C 的分布密度，则三级食物链反应扩

散方程为： 

( ) 1
1

1 2
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3 2

1t

t

t
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m uv c vv d v b v
v u v
m vd b
v

ω
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ω
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ω

 = ∆ + − − +
 = ∆ + − −

+ +


= ∆ + − +

                                 (4) 

这里的所有参数都是正常数。详见文献[5] 

我们令 1
1

mb αβ
α β

≥
+

， 2
2

mb β
γ β

≥
+

， 1α ≤ ， ( ), ,U u v ω= ， ( )1 2 3, ,D diag d d d= ， 

设 ( ) 1 1 2 2
1 21 , ,c uv m uv c v m vf u u b v b

v u v u v v
ω ω

ω
ω ω

 = − − − − − + + + + 
； 

则(4)可写成 ( )tU D U f U= ∆ + 。 

由推论 1 我们设 ( ){ }, , : 0 ,0 ,0u v u vω α β ω γΣ = ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ，下面证 Σ是不变区域。 

则 
G u= − ， ( )

0
1 0 0

u
G f

=
∇ = − ⋅ = ，在 Σ内部，所以有 0u ≥ ； 

G v= − ， ( )
0

1 0 0
v

G f
=

∇ = − ⋅ = ，在 Σ内部，所以有 0v ≥ ； 

G ω= − ， ( )
0

1 0 0G f
ω=

∇ = − ⋅ = ，在 Σ内部，所以有 0ω ≥ ； 

G u α= − ， ( ) ( ) ( )11 1 0
u

c uG f
v uα

α
α α α α

=
∇ = − − ≤ − ≤

+
，在 Σ内部，所以有 u α≤ ； 

G pω= − ， ( ) 2 2
2 2 0

p

m vp m pG f b p b p
p v pω

β
β=

∇ = − ≤ − ≤
+ +

，在 Σ内部，所以有 pω ≤ ； 

G v β= − ， ( ) 1 2 1
1 1 0

v

m v c w m uG f b b
u w uβ

β β β
β β

β β β=
∇ = − − ≤ − ≤

+ + +
，在 Σ内部，所以有 v β≤ 。 
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综上可知， Σ是不变区域。因此由定理 1 可知只要初值在可容许的巴拿赫空间内，可以得到三级食

物链模型解的整体存在性，因此通过构造任意大的区域，当初值不同时，可以分析各个物种生存情况。 
例 2：二聚自催化化学聚合物模型 
A 为 M 的同分异构体，M 为单体，Rj 为传播者，P 是表示二聚物，则反映扩散模型为： 

( )
1

2

t

t

uu d u a hu vu
u m

v d v k u v

β = ∆ + + − − +
 = ∆ + −

                                 (5) 

其中 1 2, , , , , ,a b m k d dβ 是正参数，变量 ,u v 表示浓度或密度。详见文献[6]  

下面证明此反应扩散方程有不变区域。 

证明：设 p q≤ ，
pa pq hp

p m
β

≤ − −
+

， ( ),U u v= ， ( )1 2,D diag d d= ， 

( ), .uf a hu vu k u v
u m
β = + − − − + 

 

则(5)可写成 ( )tU D U f U= ∆ + 。由推论 1 可知，我们设 

( ) }{ , | 0 ,0 .u v u p v q∑ = ≤ ≤ ≤ ≤  

接下来我们证 Σ是不变区域。 
G u= − ， ( )

0
0

u
G f a

=
∇ = − ≤ ，在 Σ内部，所以有 0u ≥ ； 

G v= − ， ( )
0

0
v

G f ku
=

∇ = − ≤ ，在 Σ内部，所以有 0v ≥ ； 

G u p= − ， ( ) 0
u p

pG f a hp vp
p m
β

=
∇ = + − − ≤

+
，在 Σ内部，所以有 u p≤ ； 

G v p= − ， ( ) ( ) ( ) 0
v q

G f k u q k p q
=

∇ = − ≤ − ≤ ，在 Σ内部，所以有 v q≤ 。 

综上，由定理 2 可知 Σ是不变区域。同样二聚自催化化学聚合物模型也可以通过构造任意大的区域

来研究两种浓度(密度)，只要初值在可容许的巴拿赫空间内，由定理 1 可知(5)的整体解存在，因此可以

通过改变反应物量的多少来研究其产生的化学现象。 
例 3：Gray-Scott 模型 

( )

( )

21
1 1 1 2 1

22
2 2 1 2 2

1u d u u u b u
t
u d u u u b a u
t

∂ = ∆ − + − ∂
∂ = ∆ + − +
 ∂

                                 (6) 

1 2,u u 代表两种反应物的反映浓度， 1 2,d d 为 1 2,u u 的扩散系数，第一步的反应速率为 1，第二步的反

应速率为 a，b 为反应物输入反应容器的流速。详见文献[7]。 
下面证明此系统有不变区域。 
证明：设 b aαβ ≤ + ， 1α ≤ ， ( )1 2,U u u= ， ( )1 2,D d d= ， 

( ) ( ) }{ 2 2
1 2 1 1 2 21 , .f u u b u u u b a u= − + − − +  

则(6)可写为 ( )tU D U f U= ∆ + 。由推论 1，我们设 

( ) }{ 1 2 1 2, | 0 ,0 .u u u uα β∑ = ≤ ≤ ≤ ≤  

1G u= − ， ( )
1 0

0
u

G f b
=

∇ = − < ，在 Σ内部，所以有 1 0u ≥ ； 
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Figure 1. V phase plane 
图 1. V 的相平面图 
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综上所述， Σ是不变区域。 
例 4：(见图 1)我们考虑下面这个例子(见[8])： 

( )
( )

, ,

, ,
t

t

u D u f u v

v D v g u v

ε

δ

= ∆ +

= ∆ +
                                     (7) 

这里 ( ),x t R+∈Ω× ， 0ε > ， 0ε > ，带有边界条件 ( ) ( )0, 0, 0x xu t v t= = ，很容易得出 Σ是(7)不变区域，

我们取 ( ) 31,
3

f u v u u v α= − + + + ， ( ),g u v u vβ= − + ，其中 ,α β 为常数，方向向量 ( ) ( )( ), , ,V f u v g u v= ，

“+”和“−”代表 V 中各自函数在它们零集合边上的符号。从图中我们能看出 V 在 ∂Σ指向 Σ的内部。

因此我们可以构造任意大的矩形区域来研究当初值位于可容许的巴拿赫空间时，(7)的整体解的存在性，

随着 f 的增加，g 的量在减小，从图中我们也可以看出，在 p 点两种量达到平衡。 

3. 结语 

通过这几个例子，我们可以看出，以上四个模型具有不变区域，之后可以通过构造任一大的不变区

域来研究解的整体存在性，从而更好的分析初值在此区域的发展趋势，对于研究生物和化学方面的规律

有一定的作用。 
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