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摘  要 

本文研究一类带有扩散项的非线性抛物方程组的初边值问题，借助Sobolev嵌入定理，Gagliardo-Niren- 
berg不等式，利用Galerkin方法，建立了弱解整体存在和爆破的充分条件，结合伯努利不等式得到了弱

解整体存在时的有界性。 
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Abstract 
In this paper, the initial boundary value problem for a class of Nonlinear Parabolic Equations with 
diffusion term is studied. By means of Sobolev embedding theorem, Gagliardo Nirenberg inequa-
lity and Galerkin method, sufficient conditions for the global existence and blow up of weak solu-
tions are established. The boundedness of global existence of weak solutions is obtained by com-
bining Bernoulli inequality. 
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1. 引言 

本文研究如下带有扩散项的非线性抛物方程组的初边值问题 
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其中， ( ) ( )2 2d , du x u v x v
γ γ

Ω Ω
∇ ∆ ∇ ∆∫ ∫ 为扩散项，可知，其为非线性的， nRΩ∈ 为边界充分光滑的有界 

区域。常数 , Rα γ ∈ ， 1p > 。 
(1.1)可用来描述热传导现象、半导体中的电子与空穴流、液体在多孔介质中的运动规律等问题。当

0γ = 时，(1.1)是经典的抛物型方程组，与之相关的抛物方程组整体解的存在和爆破已被众多学者进行了

广泛的研究。当 0γ ≠ 时，(1.1)即为反应扩散耦合系统，与之相关的抛物方程组的研究也有一些成果。例

如，在文献[1]中，Carlos 等考虑了如下反应扩散耦合系统 
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其中， nRΩ∈ 为边界充分光滑的有界区域，常数 0α > ， :f R R→ ， :a R R→ 是利普希茨连续函数，且

( ) ( )0a s m s R≥ > ∈ ， ( )2:l L RΩ → 是线性连续函数。采用 Galerkin 方法和 Aubin 紧性定理，研究了弱解

的整体存在性、唯一性及指数衰减。 
Rui 等在文献[2]中考虑了有界域上带有更一般的非局部扩散项的非线性反应扩散耦合系统，其扩散

项作用于两个线性形式 1 2,l l 上，即 
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其中， nRΩ∈ 为边界充分光滑的有界区域，常数 1 2, 0λ λ > ， 1p > 。 ( )( )2 2
1 2, 0, ;f f L T L∈ Ω ， 

( )2: , 1, 2il L R iΩ → = 是线性连续函数，即存在一个函数 ( )2
ig L∈ Ω ，使得对所有的 ( )2u L∈ Ω ，都有 

( ) ( ) ( ) ( )d , 1,2
ii g il u l u g x u x x i
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= = =∫ 成立。 ( ) ( )0 , , 1, 2im a s M s r R i< ≤ ≤ ∈ = ，且 2: , 1, 2ia R R i→ = 是整

体利普希茨连续函数，同样采用 Galerkin 方法和 Aubin 紧性定理，研究了弱解的整体存在性、唯一性以

及指数衰减。 
事实上，在以往大多是文献中，均假设扩散项系数的有界的，即存在正常数 ,m M ，使得 

( ) ( )0 ,m a s M s r R< ≤ ≤ < ∞ ∈ ，此时问题总是非退化的。但在刻画扰动传播的有限性等问题的反应扩散

方程组时总会出现退化情形，因此有必要研究具有退化性的反应扩散方程组。本文旨在研究一种扩散项 

为 ( ) ( ) ( )2 2d , du x u v x v R
γ γ
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是零或无穷大。受文献[3]的启发，结合 Sobolev 嵌入定理、Gagliardo-Nirenberg 不等式和伯努利不等式，

利用 Galerkin 方法，建立了弱解的全局存在性、有界性及爆破的充分条件。 
首先给出弱解的定义如下： 
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则称 ( ),u v 是问题(1.1)的一个弱解。 
现给出本文主要结论如下： 
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若 2n < ，则由初值函数 ( ) ( )( )0 0,u x v x 决定的整体弱解 ( ),u v 是唯一的。 
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其中，
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使得当 00 t T≤ ≤ 时，问题(1.1)存在一个局部弱解 ( ),u v ，满足 
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不是空集。 

定理 4 假设定理 3 的条件成立，且 

2 2 1 1 2
2 2 2 2 1 1 2

0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 0,

2 2 2 2 1 1 2
p p

p p

L L L L Lu v u v u v
p p

γ γ α
γ γ

+ +
+ + + +∇ + ∇ − − − − <

+ + + +
 

则问题(1.1)满足初值函数的弱解不是全局的，即在有限时间 
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2. 准备工作 

本节主要给出结论证明过程中需要的三个引理。 
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引理 2 [4] (Gagliardo-Nirenberg 不等式)对任意函数 ( ) ( )1,
0

pu x W∈ Ω ， 1p ≥ 且 1r ≥ ，有如下不等式成
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3. 当 p 1
2

γ −
> 时，解的全局性和有界性 

证明定理 1：利用 Galerkin 方法。取空间 ( )1
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将(3.1)两边同时与 iω 做内积，可知特征值 *0,i i Nλ ≥ ∈ ，将 iω 标准化，使得 2 1i Lω = 。接下来，寻

找(1.1)具有以下形式的解 
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( ) 00m mv v= ， ( ) ( )0 0
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0H Ω 中， m →∞。            (3.5) 

因此，由常微分方程中 Picard 迭代法，(3.2)~(3.5)在某一区间 [ ]0, ,0m mt t T< < 中存在一个局部解 

( ) ( )( ),m mu t v t 。下面证明，对任意的 0T > ，这样的解可以通过先验估计延拓到整个区间 [ ]0,T 上。 
在(3.2)的两边同时乘以 imθ ′ ，对 i 从 1 到 m 求和，得到 
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整理化简即 
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+ ++ + ∇ + ∇ ≤

+ +∫ ∫  

由此可以得到 

2 2
2 2

0 0
d , d ,

t t
mt mtL Lu c v cτ τ≤ ≤∫ ∫                             (3.11) 

2 2
2 2 2 2, ,m mL Lu c v cγ γ+ +∇ ≤ ∇ ≤                              (3.12) 

由(3.12)和 Poincaré 不等式， 

22
2 2 ,L Lm mu c u c≤ ∇ ≤                                (3.13) 

2 2
2 2 .m mL Lv c v c≤ ∇ ≤                                (3.14) 

因此，由先验估计(3.11)~(3.14)可知，存在一个函数 ,u v 和{ } { },m mu v 的子序列，不妨仍记{ } { },m mu v ，

使得 

,m mu u v v→ → 弱*收敛于 ( )( )20, ;L T L∞ Ω 中，                    (3.15) 

,m mu u v v∇ ∇ ∇ →∇→ 弱*收敛于 ( )( )20, ;L T L∞ Ω 中，                 (3.16) 

,m mu vu v
t t t t

∂ ∂∂ ∂
→ →

∂ ∂ ∂ ∂
弱收敛于 ( )( )2 20, ;L T L Ω 中。                  (3.17) 

一方面，由 Aubin 紧性定理， ( )( ) ( )( ){ }1 2 2
0| 0, ; , 0, ;tW L T H L T L∞= Φ Φ∈ Ω Φ ∈ Ω 紧嵌入到 

( )( )1
00, ;L T H∞ Ω 中，根据(3.15)~(3.17)可以得到 

mu u→ 在 ( )( )1
00, ;L T H∞ Ω 中，                           (3.18) 

于是，存在{ }mu 的子序列，不妨仍记为{ }mu ，使得 
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mu u→ 几乎处处收敛于 [ ]0,TΩ× 中 

因为
1ps s s−→ 是一个连续函数，所以 

1 1p p
m mu u u u− −→ 几乎处处收敛于 [ ]0,TΩ× 中 

由 mu 在 ( )( )1
00, ;L T H∞ Ω 中的一致有界性和引理 1， 1p

m mu u−
在 ( )

1 1

0, ;
p p

p pL T L
+ + 
  Ω 
 

上一致有界，则 

1 1p p
m mu u u u− −→ 弱收敛于 ( )

1 1

0, ;
p p

p pL T L
+ + 
  Ω 
 

中 

另一方面，由(3.18)可知 

22m LLu u→∇ ∇ 在 [ ]0,L T∞ 中 

为了讨论方便，记 ( ) ( )2 da u u x
γ

Ω
= ∇∫ ，由于 a 是连续的，可以得到 

( ) ( )ma u a u→ 在 [ ]0,L T∞ 中 

固定(3.2)中的 j，由于
1 2p

p
+

< ，且每一项均在 [ ]
1

0,
p

pL T
+

中弱收敛，同理可讨论序列{ }mv 的收敛性。 

于是令m →∞，可以得到 

( ) ( )1 d 0, 1, 2, .p
j j j j

u a u u u vu x j
t

uω ω ω ωα−

Ω
− −

∂ + ∇ ⋅∇ − = ∀ = ∂ ∫ �  

根据基{ } 1i i
ω ∞

=
的稠密性， 

( ) ( ) ( )1 1
0d 0, .pu a u u u u u v x H

t
ω ω ω α ω ω−

Ω

∂ + ∇ ⋅∇ − − − = ∀ ∈ Ω ∂ ∫  

由(3.4)，(3.16)，(3.17)知，在 ( )2L Ω 中， ( ) ( )0 0mu u⇀ ， ( ) 00mu u⇀ ，根据极限的唯一性， ( ) 00u u= 。

以类似的方式讨论有 ( ) 00v v= 。因此 ( ),u v 是问题(1.1)的整体弱解。 
唯一性的证明如下： 
令 ( )1 1,u v 和 ( )2 2,u v 是(1.1)的两个满足初值条件的整体弱解，且 ( )( )1 2 ,0 0u u x− = ，( )( )1 2 ,0 0v v x− = ，

则有 

( ) ( )2 1
1 1 1 1 1 1 1

d d ,
d

pu u x u u u u v
t

γ
α−

Ω
− ∇ ∆ = + −∫                      (3.19) 

( ) ( )2 1
1 1 1 1 1 1 1

d d ,
d

pv v x v v v v u
t

γ
α−

Ω
− ∇ ∆ = + −∫                      (3.20) 

且 

( ) ( )2 1
2 2 2 2 2 2 2

d d ,
d

pu u x u u u u v
t

γ
α−

Ω
− ∇ ∆ = + −∫                    (3.21) 

( ) ( )2 1
2 2 2 2 2 2 2

d d ,
d

pv v x v v v v u
t

γ
α−

Ω
− ∇ ∆ = + −∫                     (3.22) 

进一步的，由(3.19)~(3.22)有 
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

2 2
1 2 1 1 1 1 2 2 1

1 1
1 1 2 2 1 1 1 2 2 1

d , d d d d
d

, , ,p p

u u h u x u h x u x u h x
t

u u u u h u v u v h

γ γ

α

Ω Ω Ω Ω

− −

− + ∇ ∇ ∇ − ∇ ∇ ∇

= −

⋅

+ − − −

⋅∫ ∫ ∫ ∫
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

2 2
1 2 2 1 1 2 2 2 2

1 1
1 1 2 2 2 1 1 2 2 2

d , d d d d
d

, , ,p p

v v h v x v h x v x v h x
t

v v v v h v u v u h

γ γ

α

Ω Ω Ω Ω

− −

− + ∇ ∇ ∇ − ∇ ∇ ∇

= −

⋅ ⋅

+ − − −

∫ ∫ ∫ ∫
 

接下来，取 1 1 2 2 1 2,h u u h v v= − = − 可得 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

( )( )

2

2

2 2

2 2 2
1 2 1 1 1 2 2 2 1 2

1 1
1 1 2 2 1 2 1 1 1 2 2 2 1 2

1 1 22
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 2 22
1 2 1 2 1 2 1 2

, ,

, , ,

, ,

1 d d d
2 d

sup d

d
2 2

L

p p

p p
L

x

p p
L L

u u u x u u u u x u u u
t
u u u u u u u v u u u v u u

c u u u u x u u v v u u

c u u u u x u u v v

γ γ

α α

α α

α αα

Ω Ω

− −

− −

Ω ∈Ω

− −

Ω

− + ∇ ∇ ∇ − − ∇ ∇ ∇ −

= − − + − − − − −

≤ − + − − − −

≤ + − + − + − +

∫ ∫

∫

∫

( ) ( )
2

2 2

2
1 2

1 1 2 22
1 2 1 2 1 2 1 2

3d sup
2 2

.

L

p p
L L

x

u u

c u u x u u u u v vα α− −

Ω ∈Ω

−

≤ − ⋅ + + − + −∫

       (3.23) 

同理， 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
2

2 2

2 2 2
1 2 1 1 1 2 2 2 1 2

1 1 2 22
1 2 1 2 1 2 1 2

1 d d d
2 d

3d s

,

2

,

.up
2

L

p p
L L

x

v v v x v v v v x v v v
t

c v v x v v v v u u

γ γ

α α
Ω Ω

− −

Ω ∈Ω

− + ∇ ∇ ∇ − − ∇ ∇ ∇ −

≤ − ⋅ + + − + −

∫ ∫

∫
       (3.24) 

而(3.23)左边第二项和第三项利用 Hölder 不等式可化简为 

( ) ( )

( )( )

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2
1 1 2 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 2 1 1 2 2 1 2

2 2 2 2 2 1 2 1
1 2 1 2 2 2

2 1 2 1
1 2 1 2

d d

d d

,

0.

L L L L

L L L L L L

L L L L

u x u u x u u u

u u u u u x u u u x

u u u u u u

u u u u

γ γ

γ γ γ γ

γ γ γ γ

γ γ

Ω Ω

+ +

Ω Ω

+ + + +

+ +

∇ ∇ − ∇ ∇ ∇ −∇

= ∇ + ∇ − ∇ ∇ ∇ − ∇ ∇ ∇

≥ ∇ + ∇

 
 
 

⋅ ⋅

− ∇ ∇ − ∇ ∇

= ∇ − ∇ ∇ −

>

∇

∫ ∫

∫ ∫
 

同理，(3.24)左边第二项和第三项 

( ) ( )2 2
1 1 2 2 1 2d d , 0.v x v v x v v v

γ γ

Ω Ω

 ∇ ∇ − ∇ ∇ ∇ −∇ > 
 ∫ ∫  

于是，将(3.23)和(3.24)左右两边分别相加，由引理 1 可以得到 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

2 2

2 2

2 2

2 2
1 2 1 2

1 12
1 2 1 2

1 1 2 22
1 2 1 2 1 2 1 2

2 2
1 2 1 2

1 d
2 d

d sup

d sup 2

.

L L

p p

x

p p
L L

x

L L

u u v v
t

c u u x u u

c v v x v v u u v v

c u u v v

− −

Ω ∈Ω

− −

Ω ∈Ω

 − + − 
 

≤ − ⋅ +

+ − ⋅ + + − + −

≤ − + −

∫

∫
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所以，根据 Growall 不等式， 

2 2
2 2

1 2 1 2 0.L Lu u v v− + − =  

证明定理 2：将问题(1.1)中两个方程分别与 ,u v 做内积可得 

2 2 1 2
2 2 2 1 21 d d ,

2 d
p

p
L L L Lu u u u uv x

t
γ α α+
+ +

Ω
+ ∇ = + − ∫                   (3.25) 

2 2 1 2
2 2 2 1 21 d d ,

2 d
p

p
L L L Lv v v v uv x

t
γ α α+
+ +

Ω
+ ∇ = + − ∫                   (3.26) 

将(3.25)与(3.26)左右两边相加有 

2 2 2 2 1 1 2
2 2 2 2 2 2 1 1 21 d 1 ,d

2 d 2 d
p p

p p
L L L L L L Lu v u v u v u v

t t
γ γ α+ +
+ + + ++ + ∇ + ∇ = + + −              (3.27) 

因为
1

2
pγ −

> ，且由引理 1 和 Young 不等式得到 

( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2

1 1
2 2 2 2 21 12 2 2 2

2 3

2 2 2 2 2
4

1 d 1 d
2 d 2 d

1 1
2

,
2

L L L L

p p
P P

L L L

L L L

u v u v
t t

C u C v u v

u v u v C

γ γ

γ γγ γ

γ γ

α

α

+ +

+ +
+ ++ ++ +

+ +

+ + ∇ + ∇

≤ ∇ + ∇ + −

≤ ∇ + ∇ + − +

 

即 

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

4 4
d 2 2
d

.L L L L L L Lu v u v u v C u v C
t

γ γ α α+ ++ + ∇ + ∇ ≤ − + ≤ + +      (3.28) 

其中，

( )( ) ( )( )1 1 2 2 1 2 2
2 1

2 1 2 1
4 2 3

2 1 1
2 2 1

p p p
p

p ppC C C
p

γ γ
γ

γ γγ γ
γ

+ + + + +−
− +

− + − +
  − + +  = +   + +   

， 2 3 5, ,C C C 为嵌入定理中不等式的系数。由 

引理 3 可知 

( )( ) ( )( )2 2 2

12 2 2 21 1 1 1 1 ,L L Lu u u
γγ γ
++ = + − + −> +                      (3.29) 

( )( ) ( )( )2 2 2

12 2 2 21 1 1 1 1 ,L L Lv v v
γγ γ
++ = + − + −> +                      (3.30) 

将(3.29)与(3.30)代入(3.28)中，即 2 2
2 2

L Ly u v= + 满足微分不等式 

( )( )5 4 51 2 2 ,y C y C Cγ α γ′ + + − ≤ +                           (3.31) 

在(3.31)两边同时乘以 ( )( )1 1 2e c tγ α+ −
，则有 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )5 5 51 2 1 2 1 2
5 4 5e 1 2 2 ,e eC t C t C ty C y C Cγ α γ α γ αγ α γ+ − + − + −′ + + − ≤ +          (3.32) 

即 

( )( )( ) ( ) ( )( )5 51 2 1 2
4 5e 2 ,eC t C ty C Cγ α γ αγ+ − + −′

≤ +  

两边同时对 t 积分，可以得到 
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( )( ) ( ) ( )
( )( )( )5 51 2 1 24 5

5

2
e 0 e 1 ,

1 2
C t C tC C

y y
C

γ α γ αγ
γ α

+ − + −+
− ≤ −

+ −
 

整理化简则有 

( ) ( )
( )( )

( )
5 1 24 5 4 5

5 5

2 2
0 e .

1 2 1 2
C tC C C C

y y
C C

γ αγ γ
γ α γ α

− + − + +
≤ − +  + − + − 

 

由于
5

2 1
C
αγ ≥ − ，故 ( )( )5 1 2e 1C tγ α− + − ≤ ，又因为

( ) ( )4 5

5

2
0

1 2
C C

y
C

γ
γ α
+

≤
+ −

，所以 

( ) ( )
( )( )

( ) ( )5 1 24 5 4 5

5 5

2 2
0 e 0 .

1 2 1 2
C tC C C C

y y y
C C

γ αγ γ
γ α γ α

− + − + +
≤ − + ≤  + − + − 

 

换回原函数名，即结论成立。 

注 3 由于 1p > ，故
11 1

2
pγ +

+ > > ，又 2
2 0Lu ≥ ，所以 2

2 1 1Lu − ≥ − ，当 2
2 1 1Lu − > − 时，由引理 3， 

(3.29)显然成立；当 2
2 1 1Lu − = − 时，代入(3.29)两边验证可知其也成立，当 2

2 1 0Lu − = 时，(3.29)等号成

立。(3.30)同理可得。 

4. 当 p 10
2

γ −
< < 时，解的局部存在性和爆破 

证明定理 3：依旧采用 Galerkin 方法，{ } 1i i
ω ∞

=
，{ } { }0 ,m mu u 与定理 1 中所述相同。同理，因为 0γ > ，

由常微分方程中 Picard 迭代法，(3.2)~(3.5)在某一区间 [ ]0, ,0  m mt t T< < 中存在一个局部解 ( ) ( )( ),m mu t v t 。 
在(3.2)，(3.3)的两边分别同时乘以 ,im imθ φ ，并对对 i 从 1 到 m 求和，得到 

2 2 1 2
2 2 2 1 21 d d ,

2 d
p

p
m m m m m mL L L Lu u u u u v x

t
γ α α+
+ +

Ω
+ ∇ = + − ∫                   (4.1) 

2 2 1 2
2 2 2 1 21 d d ,

2 d
p

p
m m m m m mL L L Lv v v v u v x

t
γ α α+
+ +

Ω
+ ∇ = + − ∫                   (4.2) 

由于 0<α ，于是将(4.1)，(4.2)左右两边分别相加可以得到 

2 2 2 2

1 1 2

1 1

2 2 2 2 2 2

1 1 2

1 1

1 d 1

.

d
2 d 2 d

p p

p p

m m m mL L L L

p p
m m m mL L L

p p
m mL L

u v u v
t t

u v u v

u v

γ γ

α+ +

+ +

+ +

+ +

+ +

+ + ∇ + ∇

= + + −

≤ +

                   (4.3) 

因为
41 np

n
+

< < ，所以
1 1 1 1
2 1 2n p
− < <

+
，于是根据引理 2 可以得到 

( )2 2
2 21

3d ,p
m m mL Lu x C u

δγ δ ′++

Ω
≤ ∇∫                          (4.4) 

由于
4

4
np nγ − −

> ，所以 

( )1
1,

2 2 4 4
p np nθ

δ
γ γ
+ −

= = <
+ +
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又因为
1

2
pγ −

< ，故有 

( )( ) 2 21 1 0,
2

n np ppδ θ − + +′ = − + = >  

其中，θ 是由 ( )1 1 1 1 1
1 2 2p n

θ θ = − + − +  
唯一确定的[0, 1]中的数，于是根据 Young 不等式， 

2 2
2 2 21

2
1d ,

2
p
m m mL L

cu x u uγ δ ′′++

Ω
≤ ∇ +∫                            (4.5) 

其中
( )

1
2 1

δδ
δ
′

′′ = >
−

。同理 

2 2
2 2 21

2
1d .

2
p
m m mL L

cv x v vγ δ ′′++

Ω
≤ ∇ +∫                            (4.6) 

将(4.5)，(4.6)代入(4.3)中则有 

( )2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2d d ,

d dm m m m m mL L L L L Lu v c u c v c u v
t t

δδ δ ′′′′ ′′
+ ≤ + ≤ +              (4.7) 

于是，微分不等式(4.7)的解 2 2
2 2

m mL Lu v+ 可由如下初值问题的解来表示， 

( ) 2 2
2 2

0 0 0
d ,
d

,0 m mL L

y cy y y u v
t

δ ′′= = = +                         (4.8) 

如果 

( ) 1
0

1 ,
1

t t
c yδδ∞ ′′−< =

′′ −
                                  (4.9) 

则有(4.8)的解是有限的，因此，在区间 00
2

t T t∞≤ ≤ = 内，可以得到 

( ) ( )2 2

2 2
,m mL L

u t v t c+ ≤                               (4.10) 

于是根据(3.10)，(4.4)，(4.10)有 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2
0 00, ; 0, ;

, ,m mL T L L T L
u t c v t c∞ ∞Ω Ω

≤ ≤                      (4.11) 

且 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
0 00, ; 0, ;

, ,mt mtL T L L T L
u t c v t c

Ω Ω
≤ ≤                      (4.12) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2
0 00, ; 0, ;

, .m mL T L L T L
u t c v t c∞ ∞Ω Ω

∇ ≤ ∇ ≤                     (4.13) 

由(4.11)~(4.13)和 Aubin 紧性定理，重复定理 1 的证明过程，可以得到 ( ),u v 是问题(1.1)在区间 

00 t T≤ ≤ 上的弱解。 
下面证明问题(1.1)满足初值函数的弱解不是全局的，即在有限时间爆破。 
证明定理 4：将问题(1.1)中两个方程分别与 ,t tu v 做内积可得 

2 1 22
2 2 2 1 21 d 1 d d d ,

2 2 d 1 d 2 d
p

p
t tL L LLu u u u vu x

t p t t
γ α α

γ
+

+ +

Ω
+ ∇ = + −

+ + ∫             (4.14) 
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2 1 22
2 2 2 1 21 d 1 d d d ,

2 2 d 1 d 2 d
p

p
t tL L LLv v v v uv x

t p t t
γ α α

γ
+

+ +

Ω
+ ∇ = + −

+ + ∫              (4.15) 

将(4.14)与(4.15)左右两边分别相加有 

2 22 2

1 1 2 2

2 2 2 2 2 2

1 1 2 2

1 d 1 d
2 2 d 2 2 d

1 d 1 d d d d d ,
1 d 1 d 2 d 2 d d

p p

t t L LL L

p p
L L L L

u v u v
t t

u v u v uv x
p t p t t t t

γ γ

γ γ
α α α+ +

+ +

+ +

Ω

+ + ∇ + ∇
+ +

= + + + −
+ + ∫

 

即 

2 22 2

1 1 2

2 2 2 2 2 2

1 1 2

1 d 1 d
2 2 d 2 2 d

1 d 1 d d
1 d 1 d 2 d

,p p

t t L LL L

p p
L L L

u v u v
t t

u v u v
p t p t t

γ γ

γ γ
α

+ +

+ +

+ +

+ + ∇ + ∇
+ +

= + + −
+ +

 

于是 

2 2 1 1 2
2 2 2 2 1 1 2d 1 1 1 1 0.

d 2 2 2 2 1 1 2
p p

p p
L L L L Lu v u v u v

t p p
γ γ α

γ γ
+ +

+ + + + 
∇ + ∇ − − − − < + + + + 

 

两边关于 t 积分得到 

( )2 2 2 2 1 1 2
1 12 2 2

2 2 2 2 1
1 1

p p
p pL L L L Lu v u v u v

p p
γ γ γ γ α γ+ + + +

+ +
+ +

− ∇ − ∇ ≥ − − − + −
+ +

 

( )2 2 1 1 2
2 2 2 2 1 1 2

0 0 0 0 0 0
2 2 2 2 1

1 1
.p p

p p

L L L L Lu v u v u v
p p

γ γ γ γ α γ+ +
+ + + ++ +

− ∇ − ∇ + + + + −
+ +

        (4.16) 

令 

( ) 2 2
2 2 ,L LF t u v= +  

( ) 2 2 1 1 2
2 2 2 2 1 1 2 ,1 1 1 1

2 2 2 2 1 1 2
p p

p p
L L L L LE t u v u v u v

p p
γ γ α

γ γ
+ +

+ + + += ∇ + ∇ − − − −
+ + + +

 

则由(4.16)可以得到 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

2 2 1 1 2

1 1 2

2 1

2 1

2 2 2 2 1 1 2

1 1 2

2 , d

2 , d

2

2 4 2 2 4 24 4 0 2
1

2 2 ,

,
1

,

p p

p p

p

p

p p
L L L L

p
L

t

L

L

t

p
L

u u x u u u u v

v v x v v v u v

u v u v u v

p pE u v u v
p p

F t u u v v
γ

γ

γ γ

α

α

α

γ γγ αγ

+ +

+ +

−

Ω

−

Ω

+ + + +

+ +

 = ∇ ∆ + + − 
 
 + ∇ ∆ + + − 
 

= − ∇ − ∇ + + + −

− − − −
≥ − + + + − −

+ +

′ = +

∫

∫         (4.17) 

由 Hölder 不等式有 

( )1 2

1 1
1 2 22 .| |p

p p
p
L Lu u+

− +
+ ≥ Ω                               (4.18) 
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因为 0α < ，
10

2
pγ −

< < ， ( )0 0E < ，将(4.18)代入(4.17)，根据不等式 

( )12n n n na b a b−+ ≤ +  

可以得到 

( ) ( )
1

2 ,
p

F t cF t
+

′ ≥  

即 

( )
( )

1
2

1
2

1 ,
10

2

p

pF t
pF ct

−

−
−

≥
−

−
 

其中， ( )
1

2
2 4 2 2

1

ppc
p
γ −− −

= Ω
+

。因此，当
( ) ( )2 2

1
2 2 2

0 0
2

1

p

L Lt u v T
c p

−
−

→ + <
−

时， ( )2 2

1
2 2 2

p

L Lu v
−

+ → ∞， 

故结论成立。 
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