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摘  要 

块Toeplitz算子作为数学泛函分析中函数空间上的算子理论研究的重要内容，在物理学、量子力学等

方面的模型建立、实际应用有着重要的作用。许多学者在向量值Hardy空间上研究了块Toeplitz算子的

核，其正规性、亚正规性以及块复合算子。本文主要研究在向量值Hardy空间中的复对称块Toeplitz
算子问题。 
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Abstract 
As an important part of the study of operator theory on function space in mathematical functional 
analysis, block Toeplitz operator plays an important role in the model building and practical ap-
plication of physics, quantum mechanics and so on. Many scholars have studied the kernel, nor-
mality, hyponormality of block Toeplitz operators and block composition operators on vec-
tor-valued Hardy Spaces. In this paper, we study the problem of the complex symmetric block 
Toeplitz operator on the vector-valued Hardy Space. 
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1. 引言 

2013 年 Sungeun 找到了几类复对称算子的矩阵并研究了其可分解性及应用。特别地， 

* ,
0
A B

T
CA C

 
=  
 

 

其中 C 是共轭算子，证明了如果 A 是复对称的则 T 可分解的充要条件为 A 也是可分解的[1]。 
2019 年，Dong-O Kang 利用 ( )2H  上的共轭算子 ,Cµ λ ，得到结论：Toeplitz 算子 T 关于共轭算子 ,Cµ λ

复对称当且仅当 T 关于共轭算子 1,C λ 复对称。借此他构造了一个块 Toeplitz 算子关于特殊的共轭算子 

1, 1,

1, 1,

1:
2

C C
C

C C
λ λ

λ λ

 
=  − 

复对称的充要条件[2]。 

2. 预备知识 

本文中， ( )B  表示复可分 Hilbert 空间上所有有界线性算子的集合。记上的恒等算子为 I。 
定义 2.1 若算子 :S → 满足对于 , ,x y α∀ ∈ ∀ ∈ ，且满足下列条件： 
1) ( ) ( ) ( )S x y S x S y+ = + ， 
2) ( ) ( )S x S xα α= 。 

则称 S 为共轭线性算子。 
定义 2.2 假设 :C → 是共轭线性算子，如果满足 
1) 2C I= ， 
2) , ,f g Cg Cf= ， 

其中 ,f g ∈。称 C 为共轭算子。 
定义 2.3 对于算子 ( )T B∈  ，若存在一个共轭算子 C 使得 *CTC T= ，则称 T 为 C-对称。如果 T 是

C-对称，那么 T 也称为复对称。 
令 ( )2 2

n
nL L= ⊗

�
� ， ( )2 2

n
nH H= ⊗

�
� ， n

n

= × × ×� � � ���������。 nM 是由所有 n n× 复矩阵构成的集合。

对于矩阵值函数 ( )
nM nL L M∞ ∞Φ∈ = ⊗ ，定义TΦ 是向量值 Hardy 空间 2

nH
�
上以Φ 为符号的块 Toepliz 算

子，即 

( ) ( )2, nnT h P h h HΦ = Φ ∈
�

 

其中 nP 是 2 2
n nL H→
� �

上的正交射影。 

特别地，如果 1 2

3 4

ϕ ϕ
ϕ ϕ
 

Φ =  
 

， ( ) , 1, 2,3, 4j L jϕ ∞∈ = ，那么块 Toeplitz 算子在 2
2H


有如下表示： 
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1 2

3 4

.
T T

T
T T
ϕ ϕ

ϕ ϕ
Φ

 
=   
 

 

本文引入一个共轭算子 qC 作为构造共轭算子 C 的关键，下面对 qC 的相关内容进行介绍： 
定义 2.4 [3]记 q 为序列{ }m m o

q ∞

=
，其中 mq ∈。令 ( ) ( )2 2:qC H H→  ，即 

( ) ( )
0 0

ˆ ˆ .n n
q n

n n
C f n z f n q z

∞ ∞

= =

  = 
 
∑ ∑  

其中 ( )f̂ n 是 f 的傅里叶系数。f 的幂级数表示为 

( ) ( )( )2

0 0

ˆ, , 0,1, 2,m
m m m

m m
f z a z a a f m m

∞ ∞

= =

= < ∞ = =∑ ∑ �  

命题 2.5 [3] qC 是 ( )2H  中的共轭算子。 
定义 2.6 [3]对于序列 { } 0k k

q q ∞

=
= ，若存在 n∈，使得 

0

, .n n k

k

q q
k

q q
+= ∀ ∈  

则称这个序列为 n 度等比序列，且比率为
0

nq
q

。所有的等比序列都被称为自然等比序列。 

定义 2.7 [3]对于算子 ( )T B∈  ，若存在中一个共轭算子 qC 使得 
*.q qC TC T=  

则称算子 T 是 qC -对称的。 
定理 2.8 [3]若 Toeplitz 算子 fT 是 qC -对称的，那么 q 是一个自然等比序列。换句话说，对于

, 1, 2,k m m∀ ≥ = �  
( ) ( )ˆ ˆ .k mf k m q q f m k− = −  

3. 向量值 Hardy 空间上的 2 阶复对称块 Toeplitz 算子 

本部分通过构造 2 阶复共轭算子来研究 2 阶复对称块 Toeplitz 算子。首先我们找出 2 阶共轭矩阵，

考虑下述问题： 

若 2

a b
A M

c d
 

= ∈ 
 

。 2 1 0
0 1

A  
=  
 

，那么有以下三种情况： 

2 2

2 2

2

0
, 1;

0

0
, 1, 1, ;

0

, 1.

b
A b c

c

a
A a d a d

d

a b
A a bc

c a

 
= + = 
 
 

= = = ≠ 
 
 

= + = − 

 

在文献 [2]中，作者基于上面的第三种情况，构造了向量值 Hardy 空间上 2 阶共轭算子

1, 1,

1, 1,

1:
2

C C
C

C C
λ λ

λ λ

 
=  − 

，研究了向量值 Hardy 空间上的关于 C 复对称的块 Toeplitz 算子问题。基于上述论

文，本文将进一步研究向量值 Hardy 空间上关于共轭算子 0
1:
2

q q

q q

C C
C

C C
 

=  − 
复对称的块 Toeplitz 算子。 
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在本文中 0C 一直代表上述共轭算子。 
下证 0C 是共轭算子。由 qC 是 Hardy 空间上的共轭算子和上面的讨论，只需证 0 0 22

, ,C f C g g f= ，

( )T
1 2,f f f= ， ( ) ( )T 2 2

1 2,g g g H= ∈ ⊗� ， 

1 1

2 2 2

1 2 1 2

1 2 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 2 2

1
1 1 2 2

2

1 1,
2 2

1 1,
2 2

1 1, ,
2 2
1 12 , 2 ,
2 2

, ,

q q q q

q q q q

q q q q

q q q q

q q q q q q q q

q q q q

C C C Cf g
C C C Cf g

C f C f C g C g
C f C f C g C g

C f C f C g C g C f C f C g C g

C f C g C f C g

g
g f g f

g

      
      − −      

+ +   
=    − −   

= + + + − −

= × + ×

= + = 1

2 2

, .
f
f

   
   
   

 

故 0C 是共轭算子得证。 

还可以验证形如
1, 1, 1,

1, 1,

1 1, ,
0 02 2

q q q

q q

C C C C C C
C C C C

λ λ λ

λ λ

     
     − −     

的算子不是共轭算子。而
1,

q

C
C

λ 
 
 

是

共轭算子。事实上 1, , qC Cλ 可以用任意的共轭算子替换仍得共轭算子。 

定理 3.1 假设 ( )1 2
2

3 4

L M
ϕ ϕ
ϕ ϕ

∞ 
Φ = ∈ ⊗ 

 
 ，

1 2

3 4

T T
T

T T
ϕ ϕ

ϕ ϕ
Φ

 
=   
 

是关于共轭算子 0C 的复对称算子当且仅当

 

( ) ( )
( ) ( )

( )� ( ) ( )� ( )
( )� ( ) ( )� ( )

1 2 3 4 1 2 3 41 2

3 4 0 1 2 3 4 1 2 3 4

ˆ ˆ
,

ˆ ˆ 2
n n nn n q

n n q n n

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

 + + + − + − − −   = 
 − + − − − − + −   

 

其中 ( ) ( )ˆ , , 1, 2,3, 4;n
j

n
z n z z j nϕ ϕ

∞

=−∞

= ∈ = ∈∑  。 

证明 因为TΦ 是关于 0C 的复对称算子，所以 *
0 0T C C TΦ Φ= 。计算可得 

( ) ( )
( ) ( )

1 2

3 4

1 2 1 2

3 4 3 4

1 2 1 2

3 4 3 4

0

1 11
1 12

1
2

1 ,
2

q q

q q

q q q q

q q q q

q q

q q

T C T C
T C

T C T C

T C T C T C T C

T C T C T C T C

T T C T T C

T T C T T C

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

Φ

  
=     −  

+ − 
=   + − 

 + −
 =
 + − 

 

( ) ( )
( ) ( )

1 3

2 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

* *
*

0 * *

* * * *

* * * *

* * * *

* * * *

1 11
1 12

1
2

1 .
2

q q

q q

q q q q

q q q q

q q

q q

C T C T
C T

C T C T

C T C T C T C T

C T C T C T C T

C T T C T T

C T T C T T

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

Φ

  
 =   −  

 + +
 =
 − − 
 + +
 =
 − − 
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对比可得 

1 2 1 2

1 2 3 4

3 4 1 2

3 4 3 4

*

*

*

*

q q

q q

q q

q q

T C C T

T C C T

T C C T

T C C T

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

+ +

− +

+ −

− −

 =


=


=


=

 

由定理 2.8 可得 

( )� ( ) ( )� ( )
( )� ( ) ( )� ( )
( )� ( ) ( )� ( )
( )� ( ) ( )� ( )

1 2 1 2

1 2 3 4

3 4 1 2

3 4 3 4

m n

m n

m n

m n

m n q q n m

m n q q n m

m n q q n m

m n q q n m

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

 + − = + −

 − − = + −


+ − = − −

 − − = − −

 

由定义 2.6 可知
0

k n k

n

q q
q q

+= ，所以 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0 1 2 1 2

0 1 2 3 4

0 3 4 1 2

0 3 4 3 4

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

n

n

n

n

q n n q n n

q n n q n n

q n n q n n

q n n q n n

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

 + = − + −      
 − = − + −       


+ = − − −       


− = − − −       

 

解得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

4

1 1 2 3 4
10 0

2

2 1 2 3 4 2
10 0

2 1
3 1 2 3 4 2

10 0

4

1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
2 2
1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
2 2
1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1
2 2
1ˆ

n n
j

j

n n
j j

j

jn n
j j

j

q q
n n n n n n

q q
q q

n n n n n n n
q q
q q

n n n n n n n
q q

n

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ

=

+
=

+
+

=

= − + − + − + − = −  

 = − + − − − − − = − − −    

 = − − − + − − − = − − + −    

=

∑

∑

∑

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

1 2 3 4 2
10 0

1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1
2 2

jn n
j j

j

q q
n n n n n n

q q
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+

+
=











  − − − − − + − = − − − −    

∑

 

整理得，对 n∈， 

( ) ( )
( ) ( )

( )� ( ) ( )� ( )
( )� ( ) ( )� ( )

1 2 3 4 1 2 3 41 2

3 4 0 1 2 3 4 1 2 3 4

ˆ ˆ
.

ˆ ˆ 2
n n nn n q

n n q n n

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

 + + + − + − − −   = 
 − + − − − − + −   

 

注 3.2 记 

11 12 21 22

1 1 1 1 1 1 1 1
, , , .

1 1 1 1 1 1 1 1
E E E E

− −       
= = = =       − − − −       

 

定理 3.1* 假设 ( )1 2
2

3 4

L M
ϕ ϕ
ϕ ϕ

∞ 
Φ = ∈ ⊗ 

 
 ，

1 2

3 4

T T
T

T T
ϕ ϕ

ϕ ϕ
Φ

 
=   
 

是关于共轭算子 0
1
2

q q

q q

C C
C

C C
 

=  − 
的

复对称算子当且仅当 
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( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2

1 11 2 12 3 21 4 22
3 4 0

ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ , .

ˆ ˆ 2
nn n q

n E n E n E n E n
n n q

ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ
 

= − + − + − + − ∈    
 

�  

其中 ( ) ( )ˆ n
j

n
z n zϕ ϕ

∞

=−∞

= ∑ ，且 z∈， 1,2,3,4j = 。 

推论 3.2 假设 ( )1 2
2

40
L M

ϕ ϕ
ϕ

∞ 
Φ = ∈ ⊗ 

 
 ，

1 2

4
0

T T
T

T
ϕ ϕ

ϕ
Φ

 
=   
 

是关于共轭算子 0
1
2

q q

q q

C C
C

C C
 

=  − 
的复

对称算子当且仅当 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

1 2 1 2

4 40

ˆ ˆ ˆ ˆ
,

ˆ ˆ0 0
nn n n nq

n nq
ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ
   − − 

=   −   
 

其中 ( ) ( )ˆ , , 1, 2, 4;n
j

n
z n z z j nϕ ϕ

∞

=−∞

= ∈ = ∈∑  。 

下面研究关于另一类共轭算子的 2 阶复对称块 Toeplitz 算子。 
本文以下记 

00

0
: ,

0
q

q

C
C

C
 

=  
 

 

显然其为共轭算子。 

定理 3.3 1 2

3 4

T T
T

T T
ϕ ϕ

ϕ ϕ
Φ

 
=   
 

是关于共轭算子 00C 的复对称算子当且仅当 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 3 3 4 1
0 0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , .n n nq q q
n n n n n n

q q q
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= − = − = −  

其中 ( ) ( )ˆ , , 1, 2, 4;n
j

n
z n z z j nϕ ϕ

∞

=−∞

= ∈ = ∈∑  。 

证明 由TΦ 是关于共轭算子 00C 的复对称算子当且仅当
2 3
,T Tϕ ϕ 关于 qC 是复对称的，且

4 1q qT C T Cϕ ϕ
∗= 。

又由定理 2.8 可得 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2
0

3 3
0

4 1
0

ˆ ˆ

ˆ ˆ .

ˆ ˆ

n

n

n

q
n n

q
q

n n n
q
q

n n
q

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ


= −


 = − ∈



= −


  

4. 向量值 Hardy 空间的 3 阶复对称块 Toeplitz 算子 

在前文的基础上，我们研究向量值 Hardy 空间上的 3 阶复对称块 Toeplitz 算子。本小节给出两个共

轭算子，讨论关于这两类共轭算子的复对称块 Toeplitz 算子。 

记 1
00

0 0
0 0
0 0

q
q

q

q

C
C

C C
C

C

 
  

= =   
  

 

， 00

0
0

q

q

C
C

C
 

=  
 

。由前面的讨论，显然 1C 是共轭算子。 
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命题 4.1 假设 ( ) 3L M∞Φ∈ ⊗ ， ( ) ( )ˆ , 1, ,6;n
j

n
z n z j zϕ ϕ

∞

=−∞

= = ∈∑ � ，

1 4 6

2 5

3

0

0 0

T T T

T T T

T

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ

Φ

 
 

=  
  
 

是关于共

轭算子 1C 的复对称算子当且仅当  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

( )

1 4 6 1

2 5 3 5
0

3 2

ˆ ˆ ˆ ˆ 0 0
ˆ ˆ ˆ ˆ0 0 .

ˆ ˆ0 0 0 0

n

n n n n
q

n n n n n
q

n n

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

−   
   = − − ∈   
   −   

�  

证明 通过划分矩阵得 

1 4 6
1 1

2 5
2

3

0 ,
0

0 0

T T T
T T

T T T
T

T

ϕ ϕ ϕ
ϕ

ϕ ϕ

ϕ

Φ
Φ

Φ

 
   

= =         
 

 

其中， ( )1 4 6
T T Tϕ ϕΦ = ，

2 5

2
3

0

T T
T

T
ϕ ϕ

ϕ
Φ

 
=   
 

。 

因为TΦ 是关于 1C 的复对称算子， *
1 1T C C TΦ Φ= ，得 

1 1 1 1

2 2

00
1

00 00

,
0 0

qq
T T T C T CC

T C
CT T C

ϕ ϕΦ Φ
Φ

Φ Φ

    
= =           

 1 1

1 2 1 2

* *
*

1 * * * *
00 00 00

0 0
,qq T C TC

C T
C T T C T C T

ϕ ϕ
Φ

Φ Φ Φ Φ

    
   = =        

 

对比得 

1 1

1

1

2 2

00

*
00

*
00 00

0

0

q qT C C T

T C

C T

T C C T

ϕ ϕ
∗

Φ

Φ

Φ Φ

 =


=


=
 =

 

由定理 2.8 和定理 3.3，有 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 1
0

1

3 2 5 5
0 0

ˆ ˆ

0

ˆ ˆ ˆ ˆ, ,

n

n n

q
n n

q
n

q q
n n n n

q q

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

 = −
Φ = ∈

 = − = −


  

即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 3 2 4 5 5 6
0 0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , 0, , 0,n n nq q q
n n n n n n n n

q q q
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= − = − ≡ = − ≡  

对 n∈成立。 
同理可得以下推论， 

推论 4.2 假设 ( ) 3L M∞Φ∈ ⊗ ， ( ) ( )ˆ , 1, ,7;n
j

n
z n z j zϕ ϕ

∞

=−∞

= = ∈∑ � ，

1 4

6 2 5

7 3

0

0

T T

T T T T

T T

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

Φ

 
 

=  
  
 

是关于共

轭算子 1C 的复对称算子当且仅当 

https://doi.org/10.12677/aam.2021.104096


崔姝宁 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2021.104096 885 应用数学进展 
 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( )
( ) ( )

1 4 1

6 2 5 3 5
0

7 3 7 2

ˆ ˆ ˆ0 0 0
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0 , .

ˆ ˆ ˆ ˆ0 0

n

n n n
q

n n n n n n
q

n n n n

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

−   
   = − − ∈   
   − −   

� 

5. 向量值 Hardy 空间的 n 阶复对称块 Toeplitz 算子 

本部分研究关于某个共轭算子C′的 n 阶复对称块 Toeplitz 算子。 
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是共轭算子。显然C′也是共轭算子。 

命题 5.1 假设 ( ) nL M∞Φ∈ ⊗ 。
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因为TΦ 是关于C′的复对称算子，由于 *T C C TΦ Φ′ ′= ，对比可得 
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对于 k ∈成立。 

6. 结论与展望 

本文研究了向量值 Hardy 空间中的复对称块 Toeplitz 算子问题，利用 qC 构造了不同的块共轭算子，

描述出 2 阶、3 阶和 n 阶复对称块 Toeplitz 算子TΦ 的符号特征。 
应用本文方法还会得到其他复对称块 Toeplitz 算子的实例。在以后的研究中，会有更复杂的共轭算

子，进而可以更加深入地研究复对称块 Toeplitz 算子问题。 
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