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摘  要 

本文利用变量分离法研究了一个2 + 1维Caputo型时间分数阶膜振动方程的精确求解问题。通过Laplace
变换及其逆变换，在一定的初始条件下，借助于Bessel方程的解的相关性质，系统地对此方程的解进行

了研究，获得了Caputo型时间分数阶膜振动方程的几种精确解的一般表达式。 
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Abstract 
In this paper, the exact solution of a 2 + 1-dimensional time fractional membrane vibration equa-
tion of Caputo type is studied by using the separation method of variables. Through Laplace 
transformation and its inverse transformation, under certain initial conditions, with the help of 
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the relevant properties of the solution of Bessel equation, the solutions of this equation are stu-
died systematically, and the general expressions of several exact solutions of time fractional 
membrane vibration equation of Caputo type are obtained. 
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1. 引言 

17 世纪 90 年代 L’Hospital 给 Leibnitz 写信时问到：当函数的导数的阶数为分数时应该怎么计算和理

解这种导数的问题？打这开始，分数阶微积分的思想提出已经有三百多年的历史了，几乎在提出古典微

积分概念的那个时代(即 Leibnitz 时代)，分数阶微积分概念就已经诞生了。由于分数阶导数的几何意义和

物理意义不是很明确，所以长期以来，人们都是从纯数学的角度去研究这个问题。近几十年以来，随着

研究的深入，人们逐渐解决了分数阶导数在实际应用中的建模问题，才使得分数阶导数与实际的物理现

象能够联系起来，致使分数阶微积分理论得以快速发展。到目前为止，分数阶微积分在许多领域都得到

了较好的应用，如在能量交换[1] [2]、粘弹性材料[3] [4]、生物学[5] [6]、信号处理[7] [8]以及磁力学[9]
等领域都已经体现了分数阶导数的应用。然而对于用其建立的分数阶微分方程模型，在求解方面与整数

阶微分模型的求解相比，是很难获得这些分数阶微分方程的解析解的。在以往的研究中，有许多关于分

数阶方程的求解研究都是关于求数值解的方面的研究或者仅讨论解的存在性和稳定性，这离精确求解目

标还有一定的差距，因此如何求分数阶微分方程的精确解是当今国内外研究团队的热门课题之一。在这

个背景下，本文将系统地研究 2 + 1 维 Caputo 型时间分数阶膜振动方程的精确求解问题。 
薄膜在空气中的膜振动可以直接地应用整数阶波动方程来描述和刻画。但在一些特殊情况下，即在

其他介质中的膜振动问题，例如薄膜在油介质中的振动问题，或者薄膜本身就是用具有粘弹性的物质做

成的，就难于利用整数阶波动方程来描述和刻画其振动现象，这种问题只能用分数阶模型来描述和刻画。

近年来，由于时间分数阶膜振动方程的独特的性质以及分数阶微分方程求解方面的难度，其精确解的求

解方法以及精确解所蕴含的性质方面的研究备受关注，而且这类模型在许多方面都有很好的应用。本文

将利用变量分离法和 Laplace 变换法来研究下列 2 + 1 维 Caputo 型时间分数阶膜振动方程的精确解： 
2 2

2
2 2 2

1 1 ,u u u uc
r rt r r

 ∂ ∂ ∂ ∂
= + + ∂∂ ∂ ∂ 

α

α θ
                             (1) 

其边界条件如下： 
0 , 0 2 , 0,r a tπ≤ ≤ ≤ ≤ >θ                               (2) 

这里函数 ( ), ,u u t r= θ ， 0
C

tD
t
∂

=
∂

α
α

α 为 Caputo 型分数阶微分算子且1 2< <α ，其中 u 表示薄膜在极坐标 

( ),r θ 上的位移，( ),r θ 为极坐标系，t 表示时间，c 为常数。当 2=α 时，模型(1)表示薄膜在空气中振动，

当1 2< <α 时，模型(1)表示薄膜在其他介质中振动。 
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分数阶微分方程的求解往往是较为复杂的，一般而言，都是试图找到一种方法，将复杂的时间分数

阶偏微分方程转化为我们常见易解的整数阶微分方程来研究。本文通过变量分离法以及 Laplace 变换等手

段来求解 Caputo 型分数阶膜振动方程(1)，并对这些解的动力学性质以及实际物理意义进行分析和探讨。 

2. 分数阶膜振动方程的解 

首先，我们假设方程(1)的解可以表示成下列变量分离的形式： 

( ) ( ) ( ) ,u T t R r= Θ θ                                   (3) 

在 Caputo 型分数阶微分算子的作用下，将其代入(1)式后化简得： 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )2 2

1 1 .
C

tD T t R r R r
r R r R rc T t r

′ ′′ ′′Θ
= + +

Θ

α θ
θ

 

设等式两边的比值为 −ρ  (其为任意常数)，则上式化为： 

( )
( )2 ,

C
tD T t

c T t
= −

α

ρ                                     (4) 

( )
( )

( )
( )

( )
( )2

1 1 ,
R r R r
R r r R r r
′′ ′ ′′Θ

+ + = −
Θ

θ
ρ

θ
                            (5) 

再次利用变量分离方法将方程(5)化为： 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2 2 .
R r R r

r r r
R r R r
′′ ′ ′′Θ

+ + = −
Θ

θ
ρ

θ
                            (6) 

设等式两边的比值为 λ−  (其比值为常数)，则(6)化为： 

( )
( )

.
′′Θ

− = −
Θ

θ
λ

θ
                                     (7) 

( )
( )

( )
( )

2 2 ,
R r R r

r r r
R r R r
′′ ′

+ + = −ρ λ                               (8) 

至此，求方程(1)形如(3)的解便转化为求方程(4)、(7)、(8)的解。其中，方程(4)是线性的分数阶微分方程，

可以通过 Laplace 变换获得它的通解，方程(7)是二阶线性常系数微分方程，通过它的特征方程也较为容

易获得它的通解，而方程(8)是一个二阶的变系数微分方程，求解它是比较困难的。在本文中，我们将借

助于 Bessel 方程的解的结构[10] [11]，来获得方程(8)的通解。下面，我们给出全部的求解过程： 
将方程(4)整理成 

( ) ( )2 .C
tD T t c T t= −α ρ                                   (9) 

显然 0=ρ 时， ( )T t C=  (任意常数)，表示时间对膜振动无影响，不符合实际情况，因此此种情况不存在。

故下面只需对 0≠ρ 的情形进行讨论。 
在 Caputo 型分数阶导数的定义下，对(9)式两边做 Laplace 变换得： 

( ) ( )2, , .C
tL D T t s L c T t s   = −   
α ρ                             (10) 

由 Caputo 型分数阶导数的 Laplace 变换公式，不难得到： 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 20 0 .s s s T s T c s− −′Φ − − = − Φα α α ρ  
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上式中解出 ( )sΦ 得： 

( ) ( ) ( )1 2

2

0 0
,

s T s T
s

s c

− − ′+
Φ =

+

α α

α ρ
                              (11) 

对(11)式做 Laplace 逆变换，得到： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
,20 0 .T t T E c t T t E c t′= − + −α α

α αρ ρ                       (12) 

方程(7)化为： 

( ) ( ) 0,′′Θ − Θ =θ λ θ  

1* 当 0<λ 时， 0− >λ ，此方程为二阶线性微分方程，故其通解为 

( ) ( ) ( )1 10 cos sin ,A BΘ = − + −λθ λθ  ( 1 1,A B 为任意常数)                (13) 

2* 当 0>λ 时，由常微分，则此时方程的通解为 

( ) 2 2e e ,A B −Θ = +λθ λθθ  ( 2 2,A B 为任意常数)                      (14) 

3* 当 0=λ 时，则此时方程的通解为 

( ) 3 3 ,A Bθ θΘ = +  ( 3 3,A B 为任意常数)                         (15) 

方程(8)化为： 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 0.r R r rR r r R r′′ ′+ + + =ρ λ                           (16) 

下面我们分情况来讨论方程(16)的解。 
情形 1 0>ρ 的情况 
当 0≤λ 时， 0− ≥λ ，此时方程(16)显然为 m = −λ 阶 Bessel 方程，由 Bessel 方程的性质，故其解为： 

( ) ( ) ( )4 4 ,m mR r A J r B Y r= +ρ ρ                            (17) 

其中 4 4,A B 为任意常数，而 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )2

0

1 cos
, lim .

! 1 2 sin

j j m
v v

m m v mj

J v J
J Y

j j m v

+∞
−

→=

− − = = Γ
π

+ + π 
∑

χ χχχ χ            (18) 

当 0>λ 时，方程(16)显然为虚数阶 i λ 阶 Bessel 方程，由虚阶 Bessel 方程的性质，故通解为： 

( ) ( )( ) ( )( )5 5i i .R r A J r B Y r= +
λ λ

ρ ρ                         (19) 

其中 6 6,A B 为任意常数，且 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 i
i i

i i
0

1 cosh
, .

! i 1 2 isinh

j j n
n n

n n
j

J n J
J Y

j j n n

+∞
−

=

− − = = +
π

Γ   π+∑
χ χχχ χ            (20) 

情形 2 0<ρ 的情况 
当 0<ρ 时，方程(16)变为 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 0r R r rR r r R r′′ ′+ − − − =ρ λ ，当 0≤λ 时， 0− ≥λ ，此时方程为

q = −λ 阶变型 Bessel 方程，由变型的 Bessel 方程的性质[10]，则其解为： 

( ) ( ) ( )6 6 ,q qR r A I r B K r= − + −ρ ρ                           (21) 

其中 6 6,A B 为任意常数，且 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2

0

1
2

sin1i i , .
1! 1 2
2lim

sin

q q

j q
q

q q q
j

v v

v q

I I
q Z

q
I J K

j j q I I
q Z

v

−

+∞
−

=
−

→

π

π

π

  − 
∉

 = = =  Γ + +    −  

 π
 ∈

∑

χ χ

χχ χ χ
χ χ

      (22) 

当 0>λ 时，则 0− <λ ，方程(16)变为： 

( ) ( ) ( ) ( )
22 2 i 0,r R r rR r r R r ′′ ′+ − − + = 

 
ρ λ                        (23) 

此时方程(23)显然为 i λ 阶变型 Bessel 方程[11]，故其通解为： 

( ) ( ) ( )7 7i i ,R r A I r B K r= − + −
λ λ

ρ ρ                          (24) 

其中 7 7,A B 为任意常数， ( ) ( )i i,I K
λ λ
χ χ 形如(22)式。 

通过上述讨论，我们可以获得方程(1)的各种精确解。当 0>ρ 且 0=λ 时，方程(1)具有如下解形式的

精确解： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]2 2
,2 4 0 4 0 3 30 0 ,u T E c t T t E c t A J r B Y r A B  ′= − + − + +   

α α
α αρ ρ ρ ρ θ       (25) 

当 0>ρ 且 0<λ 时，方程(1)具有如下解形式的精确解： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2
,2 4 4

1 1

0 0

cos sin ,

u T E c t T t E c t A J r B Y r

A B

− −
  ′= − + − × +   

 × − + − 

α α
α α λ λ

ρ ρ ρ ρ

λθ λθ
        (26) 

当 0>ρ 且 0>λ 时，方程(1)具有如下解形式的精确解： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
,2 5 5 2 2i i0 0 e e ,u T E c t T t E c t A J r B Y r A B −    ′= − + − + +    

α α λθ λθ
α α λ λ

ρ ρ ρ ρ     (27) 

当 0<ρ 且 0=λ 时，方程(1)具有如下解形式的精确解： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]2 2
,2 6 0 6 0 3 30 0 ,u T E c t T t E c t A I r B K r A B  ′= − + − − + − +   

α α
α αρ ρ ρ ρ θ        (28) 

当 0<ρ 且 0<λ 时，方程(1)具有如下解形式的精确解： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2
,2 6 6

1 1

0 0

cos sin ,

u T E c t T t E c t A I r B K r

A B

− −
  ′= − + − − + −   

 × − + − 

α α
α α λ λ

ρ ρ ρ ρ

λθ λθ
         (29) 

当 0<ρ 且 0>λ 时，方程(1)具有如下解形式的精确解： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
,2 7 7 2 2i i0 0 e e .u T E c t T t E c t A I r B K r A B −    ′= − + − − + − +    

α α λθ λθ
α α λ λ

ρ ρ ρ ρ

 

  (30) 

3. 结论 

本文利用变量分离法研究了一个具有实际应用背景的 2 + 1 维 Caputo 型时间分数阶膜振动方程，在

不同参数条件下，获得了 6 种精确解，即解(25)、(26)、(27)、(28)、(29)和解(30)。这些解有一个共同的

性质，它们均含有以时间 t 为变量的 Mittag-Leffler 函数，这些 Mittag-Leffler 函数都具有随着时间的增加

而衰减性质，因此，所有的解均具有随着时间的增加而衰减的性质，这表明薄膜的振动会随着时间的延
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长而衰减，最终趋于平衡位置。特别地，当 0<λ 时，解在θ 轴方向上做周期振动，但这种周期性的振动

仍然会随着时间的增加而衰减。 
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