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摘  要 

本文提出了非奇异的第二类Fredholm积分方程求解的Legendre谱方法。首先作积分变换，然后应用

Legendre-Gauss求积公式与级数展开法分别对积分项与未知函数做近似，再对变换后的积分方程求近似

解，并进行误差分析，最后通过数值算例，验证了该方法的可行性与有效性。 
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Abstract 
In this paper, a Legendre spectral method for solving the second Fredholm integral equation is 
presented. Firstly, the integral transformation is performed, and then the Legendre-Gauss qua-
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drative formula combined with series expansion method are used to approximate the integral 
term and the unknown function, and then the approximate solution of the transformed integral 
equation is obtained, and the error analysis is carried out. Finally, the feasibility and effectiveness 
of the method are verified by numerical examples. 
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1. 引言 

积分方程是现代数学研究的一个关注点，随着时间的发展，积分方程在现代社会中应用的重要性越

发的突显出来，生产及生活实践中抽象概括出的许多模型要么是积分方程，要么是可以转化为积分方程

来求解。但是大部分积分方程求解较为复杂，这就使得众多的专家学者对此进行了深入的研究，提出了

许多行之有效的解决方案，目前主要的解决方法有 Nyström 法[1] [2]、小波法[3] [4]、配置法[5] [6] [7]、
神经网络法[8]、迭代法[9]等。 

本文将介绍谱方法在求解积分方程中的应用。谱方法的优秀之处在于其具有“无穷阶收敛性”，即

如果积分方程的解是充分光滑的，那么谱方法的收敛阶是无穷阶的[10]。目前对于积分项的处理方法中有

Gauss 求积公式与 Lagrange 插值相结合的模式[11] [12] [13]，本文将应用 Gauss 求积公式与函数的级数展

开法相结合的方法对第二类非奇异积分方程进行研究。 
考虑第二类 Fredholm 积分方程[14]，形如 

( ) ( ) ( ) ( ), d
b

a
u x k x s u s s g x+ =∫ , [ ],x a b∈                            (1) 

其中 ( ),k x s 为连续核函数，自由项 ( )g x 为连续函数， ( )u x 是未知密度函数。 

2. Legendre 谱方法 

首先，对方程(1)式应用作积分变换 

( ),
2 2

b a a bs s x θ θ− +
= = + , [ ]1,1θ ∈ −                               (2) 

化为 

( )  ( )( ) ( )( ) ( )1

1
, , , du x k x s x u s x g xθ θ θ

−
+ =∫ , [ ]1,1θ ∈ −                       (3) 

其中 

 ( )( ) ( )( )1, , , ,
2

k x s x k x s xθ θ= . 

其次，对(3)式进行离散化。将函数 ( )u x 在 Legendre-Gauss 点上利用级数展开法展开，得到 
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( ) ( ) ( )
0

N

N j j
j

u x u x a u x
=

≈ = ∑ , 0,1, ,j N=                           (4) 

其中 ja 为系数， ( )ju x 为 Legendre 多项式的基函数。 
假设(3)式在 Legendre-Gauss 点{ } 0

N
i ix

=
上成立，其中 

cosi
ix
N

= π , 0,1, ,i N=   

则有 

( )  ( )( ) ( )( ) ( )1

1
, , , di i i i iu x k x s x u s x g xθ θ θ

−
+ =∫ , 0,1, ,i N=                (5) 

将(4)式代入(5)式，得 

( )  ( )( ) ( )( ) ( )1

1
0 0

, , , d
N N

j j i i i j j i i
j j

a u x k x s x a u s x g xθ θ θ
−

= =

+ =∑ ∑∫ , 0,1, ,i N=              (6) 

对(6)式应用 Legendre-Gauss 求积公式，有 

( )  ( )( ) ( )( ) ( )
0 0

, , ,
N N

j j i i i p j i p p i
j p

a u x k x s x u s x g xθ θ ω
= =

 
+ = 

 
∑ ∑ , 0,1, ,i N=               (7) 

(7)式可化为矩阵方程 =KA G ，其中 

( )  ( )( ) ( )( )
0

, , ,
N

j i i i p j i p p
p

u x k x s x u s xθ θ ω
=

= + ∑K  

[ ]T0 1, , , Na a a=A   

( ) ( ) ( ) T
0 1, , , Ng x g x g x=   G  , , 0,1, ,i j N=   

最后，求解方程组(7)式。 

3. 预备知识 

本节中的引理均基于 Jacobi 多项式。首先，给定区间 

[ ]1,1Λ = −  

然后定义 N 为次数不超过 N 次的 Jacobi 多项式空间。设 ( )ju x 为 j 次多项式，其中 0,1, ,j N=  ，即 

( ) ( ) ( ){ }0 1, , ,N Nspan u x u x u x=   

Jacobi 多项式的权函数为 

( ) ( ) ( ), 1 1x x xα βα βω = − +  

其中 , 1α β > − ，当 0α β= = 时，Jacobi 多项式将转变为 Legendre 多项式。 
加权空间[15]定义为： 

( ) ( )2,
,

2 : , LL u u uα β
α βω

ω Λ

 Λ = < ∞ 
 

是可测函数 且  

其中 
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( ) ( ) ( )( )2
,

1
1 2, 2
1

dLu x u x x
α βω

α βω
Λ −
= ∫  

此外，定义空间[16] 

( ) ( ){ }, ,
2: , 0m kH v D u L k mα β α βω ω

Λ = ∈ Λ ≤ ≤  

有范数[17] 

: ,
,

1
22

0
m N

m
k

H
k

u D u α β
α βω

ω
=

 =  
 
∑  

其中 

d
d

k
k

k
uD u

x
=  

半范数定义为[17] 

( )
: ,

,

1
22

min , 1
m N

m
k

H
k m N

u D u α β
α βω

ω
= +

 
=   
 

∑  

当 ( ), 1xα βω = 时， ( ),
2L α βω

Λ ， ( ),
mH α βω

Λ 和 ,α βω
⋅ 分别用 ( )2L Λ ， ( )mH Λ 和 ⋅ 表示。 

定义正交投影算子 ,
N
α βΠ ： ( ),

2
NL α βω

Λ →  ，对任意的 ( ),
2u L α βω

∈ Λ ， N Nu ∈ ，满足 

( ) ( ) ,,
, , ,N N Nu u u u α βα β

α β
ωω

Π = . 

引理 1 [18]假设函数 ( ),
2u L α βω

∈ Λ ，存在与 u 无关的常数 C，使得 

( ) ( )22
,,

,
N LL

u C u
α βα β ωω

α β
ΛΛ

Π ≤ , ,
N u C uα β

∞∞
Π ≤  

引理 2 [16]对任意的函数 ( ),
2u L α βω

∈ Λ ，且 1m ≥ ，存在与 u 无关的常数 C，使得 
1) 当 , 1α β > − 时，有 

( ) ::2
,,

,  m N
m

N HL
u u CN u

α βα β ωω

α β −

Λ
−Π ≤ . 

2) 当 1 , 0α β− < < 时，有 

::
,

3
, 4

m N

m

N Hu u CN u
α βω

α β −

∞
−Π ≤ . 

引理 3 [19]使用 1N + 个 Legendre-Gauss 点的 Gauss 求积公式来离散内积 ( ),u φ 得 ( ) , ,, Nu α βω
φ ，其中函

数 ( ),
mu L α βω

∈ Λ ，且常数 1m ≥ ， Nφ ∈ ，则存在无关的常数 C，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), :: 2
, ,

1 ,
,1

d , m N
m

N H Lu x x x x u CN uα β
α β α βω ω

α β
ωφ ω φ φ−

Λ−
− ≤∫  

成立。 
引理 4 (Gronwall 不等式[16]) 设常数 0C ≥ ，且 ( )E x 是非负可积函数，满足 

( ) ( ) ( )
1

d
x

E x C E s s G x
−

≤ +∫ , [ ]1,1x∈ − , 

其中 ( )G x 是可积函数，且 
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( ) ( ), ,
p pL I L IE C G
α β α βω ω

≤ , 1p ≥ . 

4. 误差分析 

本节将对文中所提出的 Legendre 谱方法在模 ( )2L Λ
⋅ 与

∞
⋅ 下进行误差分析，需将方程转化为算子形式

与内积形式表述。 
首先将(3)式转化为算子方程，有 

u Ku g+ =                                        (8) 

其中 

 ( )( ) ( )( )1

1
, , , diKu k x s x u s xθ θ θ

−
= ∫  

Legendre 谱方法的近似解 Nu 满足下列格式 

( ) ( ) ( ), ,, , ,N N N N N N N Nu v K u v g vα β α β
ω ω ω
+ Π = Π                           (9) 

其中 Nv 为 N 空间的任意 Legendre 多项式。 
设 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1

1
0

1 1, , , , , ,
2 2

N

N N N i i p N i p i i p N i p p
p

I x Ku K u k x s x u s x k x s x u s xθ θ θ θ ω
−

=

= − = − ∑∫    (10) 

其中 0,1, ,i N=  。有 

( ) ( )( ) ( ), , ,, , ,N N N N N N N Nu v Ku I x v g vα β α β α β
ω ω ω
+ Π −Π = Π                   (11) 

使得 

( )( ), , ,
N N N N Nu Ku I x gα β α β α β+ Π −Π = Π                            (12) 

为了便于考察 Legendre 谱方法的误差，引入辅助解 N Nu ∈  ，有 

( ) ( ) ( ), , ,, , ,N N N N NN N Nu v Ku v g v
ω ω ω

+ =                            (13) 

从而有 

( ) ( ) ( ), ,, , ,N N N N N N Nu v Ku v g vα β α β
ω ω ω
+ Π = Π   

即 
, ,

N N N Nu Ku gα β α β+ Π = Π                                  (14) 

定理 4.1 设函数 u 与函数 Nu 分别是(8)式与(14)式的解，如果 ( )mu H∈ Λ ，则有 

( )2 m
m

N L Hu u CN u−
Λ

− ≤ , 
3
4

m

m

N Hu u CN u
−

∞
− ≤  

证明首先证明 ( )2 m
m

N L Hu u CN u−
Λ

− ≤ 。 
(8)式与(14)式作差得 

, ,
N N N Nu u Ku Ku g gα β α β− + −Π = −Π                            (15) 

其中 ,
N NKu Kuα β−Π  变形为 
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( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

,

, , ,

, ,

, , ,

N N

N N N N N

N N N N N N

N N N N N N N

Ku Ku

Ku Ku Ku Ku

Ku Ku K u u K u u K u u

g g u u K u u K u u K u u

α β

α β α β α β

α β α β

α β α β α β

−Π

= −Π +Π −Π

= −Π + − − − −Π −

= −Π − −Π + − − − −Π −



 

   

    

设 Ne u u= −  ，则可表示为 

( ) ( ), , , ,
N N N N N NKu Ku g g u u Ke Ke Keα β α β α β α β−Π = −Π − −Π + − −Π                  (16) 

将(16)式代入到(15)式，有 

( ) ( ), ,
1 2N N Ne u u Ke Ke Ke J Ke Jα β α β= −Π − + −Π = − +  

其中 
,

1 N NJ u uα β= −Π   
,

2 NJ Ke Keα β= −Π  

 ( )( ) ( )( )1

1
, , , dKe k x s x e s xθ θ θ

−
= ∫  

从而有 

1 2e J Ke J≤ + +                                  (17) 

根据引理 4，得 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 22 1 2L LL
e x C J J

Λ ΛΛ
≤ +  

对于 ( )21 LJ
Λ
根据引理 2，有 

( ) ( )2 2
,

1 m
m

NL HL
J u u CN uα β −

Λ Λ
= −Π ≤  

对于 ( )22 LJ
Λ
不妨取 1m = ，有 ( )1 2H H L Λ

⋅ = ⋅ = ⋅ ，所以 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 22
, 1 1

2
m

NL H L LL
J Ke Ke CN Ke CN Ke CN eα β − − −

Λ Λ ΛΛ
= −Π ≤ = ≤  

综上所述，当 N 足够大时，使得 1 1CN − < ，有 

( )2 m
m

N L Hu u CN u−
Λ

− ≤                                (18) 

下面证明
3
4

m

m

N Hu u CN u
−

∞
− ≤ 。 

由于 1 2e J Ke J≤ + + ，且根据 Gronwall 不等式，(17)式有 

( ) ( )1 2e x C J J
∞ ∞∞

≤ +  

对于 1J
∞
根据引理 2，有 

3
, 4

1 m

m

N HJ u u CN uα β −

∞ ∞
= −Π ≤  

对于 2J
∞
同理，取 1m = ，有 

( )( )1

3 1
, 14 4

2 ,
m

N HJ Ke Ke CN Ke CN Ke CN e s xα β θ
− −−

∞ ∞ ∞
= −Π ≤ = ≤  
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综上所述，当 N 足够大时，使得
1
4 1CN

−
< ，有 

3
4

m

m

N Hu u CN u
−

∞
− ≤                                     (19) 

定理 4.2 设函数 u 是(3)式的解，且 ( )mu H∈ Λ ，函数 Nu 为(9)式的 Legendre 谱方法的逼近解，则下

列误差估计式成立 

( ) ( )( ) ( )2 : 2, ,m N m
m m

N L H LH
u u CN u CN k x s x u

ω
θ− −

Λ Λ
− ≤ +  

( )( ):

3
4 , ,m N m

m m
N H H

u u CN u CN k x s x u
ω

θ
− −

∞ ∞
− ≤ +  

证明首先用(12)式减去(14)式，有 

( ) ( ), , 0N N N N N Nu u Ku Ku I xα β α β− + Π − −Π =   

设 N NE u u= −  ，即 

( ), , 0N NE KE I xα β α β+ Π −Π =  

变形得 

( ) ( ) ( ), , , , ,
N N N N NE KE I x KE KE KE I x KE Q I xα β α β α β α β α β= −Π +Π = − −Π +Π = − + +Π  

其中 ,
NQ KE KEα β= −Π 。 

因为 

( ),
NE KE Q I xα β≤ + + Π                                 (20) 

所以，根据引理 4，有 

( ) ( ) ( )
( )2 2 2

,
NL L L

E Q I xα β
Λ Λ Λ
≤ + Π  

其中 

( ) ( )2 2
,

m
m

NL HL
Q KE KE CN Eα β −

Λ Λ
= −Π ≤  

( )
( )

( )
( ) ( )

( )( ) ( )

( )( ) ( )

22 2

2

2

, ,

, ,

, , .

m

m

N N N N N N N N LL L

m
N LH

m
LH

I x Ku K u C Ku K u

CN k x s x u

CN k x s x u

α β α β

θ

θ

ΛΛ Λ

−
Λ

−
Λ

Π = Π − ≤ −

≤

≤

 

所以，当 N 足够大时，有 

( ) ( )( ) ( )2 2, , m
m

N N L LH
u u CN k x s x uθ−

Λ Λ
− ≤                      (22) 

根据三角不等式，同时结合引理 1 与(21)式和(22)式，有 

( )( ):

3
4 , ,m N m

m m
N N N N H H

u u u u u u CN u CN k x s x u
ω

θ
− −

∞ ∞ ∞ ∞
− ≤ − + − ≤ +   

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 2 : 2, ,m N m
m m

N N N NL L L H LH
u u u u u u CN u CN k x s x u

ω
θ− −

Λ Λ Λ Λ
− ≤ − + − ≤ +   

5. 数值算例 

例 1 [14]求积分方程 
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( ) ( ) ( ) ( )1

0
e 1 dxsu x x u s s g x+ − =∫                               (23) 

的近似解，其中 ( ) exg x x= − ，精确解为 ( ) 1u x ≡ 。 
解 利用本文提出的 Legendre 谱方法，先将根据(2)式，将积分区间 [ ]0,1 化为 [ ]1,1 ，即 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 ,

1

1 e 1 , d
2

xs xu x x u s x g xθ θ θ
−

+ − =∫ , [ ]1,1θ ∈ −  

对上式根据(3)式离散化后，取 

cosi
ix
N

= π , 0,1, ,i N=   

应用(5)式和(6)式，有 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ),

0 0

1 e 1 ,
2

i i p
N N x s x

j j i j i p p i
j p

a u x x u s x g xθ θ ω
= =

 
+ − = 

 
∑ ∑ , 0,1, ,i N=        (24) 

将(24)式转化为矩阵形式，有 =KA G ，其中 

( ) ( )( ) ( )( ),

0

1 e 1 ,
2

i i p
N x s x

j i j i p p
p

u x x u s xθ θ ω
=

= + −∑K  

[ ]T0 1, , , Na a a=A  , ( ) ( ) ( ) T
0 1, , , Ng x g x g x=   G  , , 0,1, ,i j N=   

当 2N = 时，应用 MATLAB 计算有 

1.2355 0.6224 0.3931
1.000 0.000 0.5000
1.3951 1.0469 0.4139

− 
 = − − 
 
 

K , ( )T1.2355 1.000 1.3951=G  

从而有 

( )T1.000 0.000 0.000= −A  

进而，近似解为 ( ) 1u x = 。 
在文献[14]中的近似解为 

( ) ( )0.5e 0.6666e 0.1666e 0.1668x x xu x x x= − + −  

若取节点 

0 0.0x = , 1 0.2x = , 3 0.4x = , 4 0.6x = , 5 0.8x = , 6 1.0x =  

则 Legendre 谱方法与 Simpson 方法所得近似解分别与精确解的对比见表 1 与图 1。 
由表 1 可知，当 2N = 时，比较本文提出的方法的绝对误差与文献[14]提出的 Simpson 方法的绝对误

差可以发现，本文所提出的方法的绝对误差比文献[14]中的误差要小得多。 
由图 1 可知，当 2N = 时，仅在节点为 0 0.0x = 时，本文提出的 Legendre 谱方法与文献[14]提出的

Simpson 方法，二者结果与精确解一致，但随着节点的变动，越接近 1，Simpson 方法误差越大，而 Legendre
谱方法的误差依然很小，这是由于 Legendre 谱方法选取的节点是非等距的，且代数精度为 2 1n + ，Simpson
方法选取的节点是等距节点，且代数精度为 n，这也很好的说明了本文提出的 Legendre 谱方法要优于文

献[14]提出的 Simpson 方法。 
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Table 1. Example 1 Error comparison between the Legendre spectral method and Simpson method for N = 2 
表 1. 例 1 N = 2 时，Legendre 谱方法近似解与 Simpson 方法近似解的误差对比表 

节点 精确解 本文结果 Simpson 方法结果 本文绝对误差 Simpson 方法 
绝对误差 

0.0 1.000000 1.000000 1.000000 0 0.000000 

0.2 1. 000000 1. 000000 1.000042 0 4.231e−6 

0.4 1. 000000 1. 000000 1.000015 0 1.4668e−5 

0.6 1. 000000 1. 000000 1.000010 0 1.0276e−5 

0.8 1.000000 1.000000 0.999921 0 7.9441e−5 

1.0 1.000000 1.000000 0.999578 0 4.21523e−4 

 

 
Figure 1. Example 1 Error comparison chart between the Legendre spec-
tral method and Simpson method for N = 2 
图 1. 例 1 N = 2 时，Legendre 谱方法近似解与 Simpson 方法近似解的

误差对比图 

 
例 2 [14]求积分方程 

( ) ( ) ( )1

0

1 d
2

u x u s s g x− =∫                                (25) 

的近似解，其中 ( ) e 1e
2 2

xg x = − + ，精确解为 ( ) exu x = 。 

解 利用本文提出的 Legendre 谱方法，先将根据(2)式，将积分区间 [ ]0,1 化为 [ ]1,1 ，即 

( ) ( )( ) ( )1

1

1 , d
4

u x u s x g xθ θ
−

− =∫ , [ ]1,1θ ∈ −  

对上式根据(3)式离散化后，取 

cosi
ix
N

= π , 0,1, ,i N=   

应用(5)式和(6)式，有 
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( ) ( )( ) ( )
0 0

1 ,
4

N N

j j i j i p p i
j p

a u x u s x g xθ ω
= =

 
− = 

 
∑ ∑ , 0,1, ,i N=                     (26) 

将(26)式转化为矩阵形式，有 =KA G ，其中 

( ) ( )( )
0

1 ,
4

N

j i j i p p
p

u x u s x θ ω
=

= − ∑K  

[ ]T0 1, , , Na a a=A  , ( ) ( ) ( ) T
0 1, , , Ng x g x g x=   G  , , 0,1, ,i j N=   

当 2N = 时，应用 MATLAB 计算有 

0.5000 1.0246 0.4000
0.5000 0.2500 0.5000
0.5000 0.5246 0.4000

− 
 = − 
 
 

K , ( )T0.3983 0.1409 1.3106= −G  

从而有 

( )T1.1836 1.1030 0.3503=A  

进而，近似解为 

( )
23 11.1836 1.1030 0.3503
2

xu x x −
= + + ×  

对(25)式应用 Simpson 方法[14]，近似解为 

( ) e 1e 0.8597
2 2

xu x x= − + +  

若取节点 

0 0.0x = , 1 0.2x = , 3 0.4x = , 4 0.6x = , 5 0.8x = , 6 1.0x =  

则 Legendre 谱方法与 Simpson 方法所得近似解分别与精确解的对比见表 2 与图 2。 
由表 2 可知，当 2N = 时，比较本文提出的方法的绝对误差与文献[14]提出的 Simpson 方法的绝对误

差可以发现，本文所提出的方法的绝对误差比文献[14]中的误差要小得多。 
由图 2 可知，当 2N = 时，本文提出的 Legendre 谱方法与文献[14]提出的 Simpson 方法，二者结果与

精确解相比较发现，虽然随着节点的变动，越往后走，Simpson 方法误差逐渐减小，但是总体来看，本

文提出的 Legendre 谱方法相比较文献[14]提出的 Simpson 方法更具有优势。 
 

Table 2. Example 2 Error comparison between the Legendre spectral method and Simpson method for N = 2 
表 2. 例 2 N = 2 时，Legendre 谱方法近似解与 Simpson 方法近似解的误差对比表 

节点 精确解 本文结果 Simpson 方法结果 本文绝对误差 Simpson 方法绝对

误差 

0.0 1.0000 1.0084 0.1409 0.0084 0.8591 

0.2 1.2214 1.2500 0.4702 0.0286 0.7512 

0.4 1.4918 1.5337 0.8486 0.0419 0.6433 

0.6 1.8221 1.8594 1.2868 0.0373 0.5353 

0.8 2.2255 2.2272 1.7982 0.0016 0.4274 

1.0 2.7182 2.6370 2.3988 0.0813 0.3194 
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Figure 2. Example 2 Error comparison chart between the Legendre 
spectral method and Simpson method for N = 2 
图 2. 例 2 N = 2 时，Legendre 谱方法近似解与 Simpson 方法近似

解的误差对比图 

 
例 3 求积分方程 

( ) ( ) ( ) ( )1 2
1

du x xs x u s s g x
−

= − +∫                          (27) 

的数值解，其中 ( ) 4 1
3

g x x= + ，精确解为 ( ) 1u x ≡ 。 

解 利用本文提出的 Legendre 谱方法，取 

cosi
ix
N

= π , 0,1, ,i N=   

应用(5)式和(6)式，有 

( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )
2 2

0 0
, ,

N

j j i i p j i p p i
j p

a u x x s x x u s x g xθ θ ω
= =

 
− − = 

 
∑ ∑ , 0,1, ,i N=           (28) 

将(26)式转化为矩阵形式，有 =KA G ，其中 

( ) ( )( )( ) ( )( )2

0
, ,

N

j i i p j i p p
p

u x x s x x u s xθ θ ω
=

= − −∑K  

[ ]T0 1, , , Na a a=A  , ( ) ( ) ( ) T
0 1, , , Ng x g x g x=   G   

当 2N = 时，应用 MATLAB 计算有 

2.0000 0.0000 0.0000
0.8889 0.6667 0.1778
0.0000 0.0000 0.4000

 
 =  
 
 

K , ( )T2.0000 0.8889 0.0000=G  

从而有 

( )T1.000 0.000 0.000=A  
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进而，近似解为 ( ) 1u x = 。 
对(27)式应用 Simpson 方法[14]，近似解为 ( ) 0.5333 1u x x= + 。 
若取节点 

0 0.0x = , 1 0.2x = , 3 0.4x = , 4 0.6x = , 5 0.8x = , 6 1.0x =  

则 Legendre 谱方法与 Simpson 方法所得近似解分别与精确解的对比见表 3。 
 

Table 3. Example 3 Error comparison between the Legendre spectral method and Simpson method for N = 2 
表 3. 例 3 N = 2 时，Legendre 谱方法近似解与 Simpson 方法近似解的误差对比表 

节点 精确解 本文结果 Simpson 方法结果 本文绝对误差 Simpson 方法绝对

误差 

0.0 1.0000 1.0000 1.0000 0 0.0000 

0.2 1.0000 1.0000 1.1067 0 0.1067 

0.4 1.0000 1.0000 1.2133 0 0.2133 

0.6 1.0000 1.0000 1.3140 0 0.3140 

0.8 1.0000 1.0000 1.4266 0 0.4266 

1.0 1.0000 1.0000 1.5333 0 0.5333 

 
由表 3 可知，当 2N = 时，比较本文提出的方法的绝对误差与文献[14]提出的 Simpson 方法的绝对误

差可以发现，本文所提出的方法的绝对误差比文献[14]中的误差要小得多。 
例 4 求积分方程 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 2
0

du x x s xs u s s g x+ + =∫                             (29) 

的近似解，其中 ( )g x x= ，精确解为 ( ) 280 300
359 359

u x x x= − + 。 

解 利用本文提出的 Legendre 谱方法，先将根据(2)式，将积分区间 [ ]0,1 化为 [ ]1,1 ，即 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 2 2
1

1 , , , d
2

u x x s x xs x u s x g xθ θ θ θ
−

+ + =∫ , [ ]1,1θ ∈ −  

对上式根据(3)式离散化后，取 

cosi
ix
N

= π , 0,1, ,i N=   

应用(5)式和(6)式，有 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )2 2

0 0

1 , , ,
2

N N

j j i i i p i i p j i p p i
j p

a u x x s x x s x u s x g xθ θ θ ω
= =

 
+ + = 

 
∑ ∑ , 0,1, ,i N=      (30) 

将(30)式转化为矩阵形式，有 =KA G ，其中 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2

0

1 1, , ,
2 2

N

j i i i p i i p j i p p
p

u x x s x x s x u s xθ θ θ ω
=

  = + +     
∑K  

[ ]T0 1, , , Na a a=A   

( ) ( ) ( ) T
0 1, , , Ng x g x g x=   G  , , 0,1, ,i j N=   
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对(30)式进行数值分析， ( )2N Lu u
Λ

− 与 Nu u
∞

− 的 Legendre 谱方法的误差估计对比见表 4。 
 

Table 4. Example 4 Error analysis of the Legendre spectral Method 
表 4. 例 4 Legendre 谱方法误差分析 

N 2 4 6 8 10 

( )2N L
u u

Λ
−  1.4131e−15 1.4131e−15 1.4131e−15 2.3773e−15 1.0014e−15 

Nu u
∞

−  9.9920e−16 9.9920e−16 0 8.1210e−16 9.9920e−16 

 
由表 4 可以看出，由于本文所提出方法是基于 Legendre 多项式零点的 Gauss 求积公式的，核函数

( ) 2 2,k x s x s xs= + 在节点处收敛速度较快，且对未知函数部分做近似处理，所以在 2N = 时，本文所提出

的方法误差已经比较小，在后续的 4N = ， 6N = ， 8N = ， 10N = 的情况时，误差波动幅度不大。例如

在 4N = 和 8N = 时，见表 5 和表 6。 
 

Table 5. Example 4 Legendre approximate solution and error of spectral method for N = 4 
表 5. 例 4 N = 4 时，Legendre 谱方法近似解及误差 

节点 精确解 N = 4 结对误差 

0.0 0.000000000000000 0.000000000000000 0.000000000000000 

0.2 0.158217270194986 0.158217270194986 0.000000000000000 

0.4 0.298607242339833 0.298607242339832 9.99200722162641e−16 

0.6 0.421169916434540 0.421169916434540 0.000000000000000 

0.8 0.525905292479109 0.525905292479108 9.99200722162641e−16 

1.0 0.612813370473538 0.612813370473538 0.000000000000000 

 
Table 6. Example 4 Legendre spectral Method approximate solution and error for N = 8 
表 6. 例 4 N = 8 时，Legendre 谱方法近似解解及误差 

节点 精确解 N = 8 绝对误差 

0.0 0.000000000000000 −8.121003610813205e−16 8.1210036108132e−16 

0.2 0.158217270194986 0.158217270194986 0.000000000000000 

0.4 0.298607242339833 0.298607242339833 0.000000000000000 

0.6 0.421169916434540 0.421169916434541 9.9920072216264e−16 

0.8 0.525905292479109 0.525905292479109 0.000000000000000 

1.0 0.612813370473538 0.612813370473540 1.99840144432528e−15 

6. 总结 

本文利用Legendre谱方法对第二类Fredholm积分方程的解法做了新的探究，并对其进行了误差分析，

说明了该方法的可行性与有效性，并且在数值算例中与 Simpson 方法做了比较。 
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