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摘  要 

本文针对圆域上一类变系数二阶椭圆交面问题提出了一种有效的谱元法。首先，根据极坐标变换公式，

极条件以及傅里叶基函数展开，原问题被分解为一系列关于径向变量的相互独立的一维二阶问题，并建

立了弱形式和相应的离散格式。其次，我们根据变系数的正则性，构造了基于分片高阶多项式逼近的一

种谱元方法，再通过利用勒让德多项式的正交性质，构造了一组适当的基函数，使得离散变分形式中的

系数矩阵在变系数为分片多项式条件下是分块对角的稀疏矩阵。最后，我们呈现了一些数值例子，通过

数值结果验证了我们提出的算法是收敛的和高精度的。 
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Abstract 
In this paper, we put forward an efficient spectral element method for a class of second order el-
liptic interface problem with variable coefficients in a circular region. Firstly, because of the po-
larity transformation, pole condition and fourier basis function expansion, the original problem 
resolve into a succession of independent one-dimensional second-order problems about radial 
variables. Furthermore, the weak form and relevant discrete scheme are established. Secondly, 
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according to the regularity of variable coefficients, we construct a spectral element method based 
on piecewise high-order polynomial approximation, and then by taking advantage of the ortho-
gonal property of Legendre polynomials, we construct a set of appropriate basis functions, so that 
the coefficient matrix in the discrete scheme is sparse diagonal matrix in the case that the variable 
coefficients are piecewise polynomials. Finally, some numerical examples are presented, and the 
numerical results show that the proposed algorithm is convergent and high-precision. 
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1. 引言 

在材料科学和流体动力学中，通常会涉及到一些分片光滑的变系数二阶椭圆交面问题的数值求解。

常用的数值方法包括有限元方法[1] [2] [3] [4] [5]和有限差分方法[6] [7] [8]。 
文献[9]应用拟合有限元方法解决椭圆界面问题，并在有限元空间的一些近似假设下，得到了能量

范数估计。文献[3]利用具有特殊拟合网格的标准有限元对拟合网格有限元方法进行估计。文献[10]提出

了一种无限元素方法，可以看作是一种特定的网格细化方案，用于不适合弯曲界面的椭圆界面问题。

文献[11]利用 Nitsche 方法，提出了椭圆界面问题的有限元法。然而，很少有关于用谱元法去处理圆域

上一类分片光滑变系数二阶椭圆交面问题的报道，因此，本文针对圆域上一类变系数二阶椭圆交面问

题提出一种有效的谱元法。首先，根据极坐标变换公式，极条件以及傅里叶基函数展开，原问题被分

解为一系列关于径向变量的相互独立的一维二阶资源问题，并建立了弱形式和相应的离散格式。其次，

我们根据变系数的正则性，构造了基于分片高阶多项式逼近的一种谱元方法，再通过利用勒让德多项

式的正交性质，构造了一组适当的基函数，使得离散变分形式中的系数矩阵在变系数为分片多项式条

件下是分块对角的稀疏矩阵。最后，我们呈现了一些数值例子，通过数值结果验证了我们提出的算法

是收敛的和高精度的。 
本文剩余部分安排如下：在第 2 节，我们推导圆域内变系数二阶椭圆问题的降维格式。在第 3 节，

我们建立相应的弱形式及其离散格式。在第 4 节，我们详细描述算法的实现过程。在第 5 节中，我们呈

现了几个数值例子。 

2. 降维格式 

作为一个模型，我们考虑下面的分片光滑的二阶椭圆交面问题： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ˆˆ ˆΔ , , , , ,ˆ , Ω,u x y a x y c u x y f x y x y− + − = ∈                      (1) 

( ) 0,ˆ ,u x y
∂Ω

=                                     (2) 

其中 ( )ˆ ,a x y r= 是一个径向函数， ( ){ }2 2 2, :x y x y RΩ = + ≤ ， ( )0,c R∈ 是一个非光滑点。下面我们将推

导方程(1)~(2)基于极坐标变换 cos , sinx r y rθ θ= = 的降维格式。令 
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( ) ( ) ( ) ( )ˆˆ, , , , ,u r u x y f r f x yθ θ= = .  

则问题(1)~(2)可以化为下面的等价形式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2

, ,1 1 , , , , ,
u r u r

r r c u r f r r D
r r r r

θ θ
θ θ θ

θ
∂ ∂ ∂

− − + − = ∈ 
∂ ∂ ∂ 

               (3) 

其中 ( ) ( )0, 0,2D R= × π 。利用傅里叶基函数展开，有 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

, e , , e .im im
m m

m m
u r u r f r f rθ θθ θ

∞ ∞

= =

= =∑ ∑                        (4) 

将(4)代入(3)，利用傅里叶基函数的正交性可得到(1)~(2)等价的一系列一维二阶椭圆交面问题： 

( )
2

2

1 , 0, ,m
m m m

u mr u r c u f r R
r r r r

∂∂  − + + − = ∈ ∂ ∂ 
                      (5) 

( ) ( )0, 0 ,mu R m= =                                   (6) 

( ) ( ) ( )0 0, 0 .m mu u R m= = ≠                                (7) 

3. 弱形式和离散格式 

令 ( )0, ,I R rω= = 。定义一个通常的带权 Sobolev 空间： 

( ) { }22 : d ,
I

L I rω σ ω σ= < ∞∫  

其中，对应的内积以及范数分别如下： 

( ) ( )
1

2 2, d , d .
I I

r r
ω ω

σ φ ωσφ σ ω σ= =∫ ∫  

进一步定义非一致带权 Sobolev 空间： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2
0, , : , , 0 , 0 ,m

m m m m
u

H I u u L I L I u R m
rω ω ω

∂
= ∈ ∈ = =

∂
 
 
 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1
1 2
0, , : , 0,1, 0 0 , 0 ,p

p
m

m m m mp

u
H I u L I p u u R m

rω ω −

  
 
  

∂
= ∈ = = = ≠

∂
 

其中，对应的内积以及范数分别如下： 

( ) ( ) ( )0 0
0 0 0 0 0 0 01, ,01, ,0 1, ,0
, , , , , ,

u v
u v u v u u u

r r ωω ω ω
ω

∂ ∂ = + = ∂ ∂ 
 

( ) ( ) ( )
2 1

1

1, ,1, , 1, ,
0

, , , , , 0 .
p

p p
m m

m m m m mp p mm m
p

u v
u v u u u m

r r ωω ω
ω −=

 ∂ ∂
= = ≠ 

∂ ∂ 
∑  

则(5)~(7)的一种弱形式为：找到 ( )1
0, ,m mu H Iω∈ ，使得 

( ) ( ) ( )1
0, ,, , ,m m m m m mu v F v v H Iω= ∀ ∈                           (8) 

其中 

( )

( )

2

, d ,

d .

m m m m m m m m mI

m m m mI

mu v ru v u v r r c u v r
r

F v r f v r

′ ′= + + −

=

∫
∫
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NP 是次数不超过 N 次的多项式，定义逼近空间： 

( ) [ ] [ ]{ } ( )1
0, ,0, ,

: , .Nm mN mN N mN N mc c RX C I P P H Iωσ σ σ= ∈ ∈ ∈ ∩  

则弱形式(8)相应的离散格式为：找到 mN Nmu X∈ ，使得 

( ) ( ), , .m mN mN m mN mN Nmu v F v v X= ∈                             (9) 

4. 算法的有效实现 

我们将在这一节详细描述算法的实现过程。首先，我们构造谱元逼近空间中的一组基函数。令 

( ) ( ) ( )( ) ( )2
1 , 0,1, , 2 ,

4 6i i it L t L t i N
i

ϕ += − = −
+

  

其中 [ ]ˆ 1,1t I∈ = − ， ( )iL t 表示 i 次勒让德多项式。我们分别定义如下的内部基函数： 

( ) ( )( )1 1
1,

2

, ,
0,1, , 2,

0,              .
i

i

t x x I
x i N

x I

ϕ
φ

 ∈= = −
∈

  

( ) ( )( )
1

2,
2 2

0,               ,
0,1, , 2,

, ,i
i

x I
x i N

t x x I
φ

ϕ

∈= = − ∈
  

其中 ( )1 0,I c= ， ( )2 ,I c R= ， ( ) ( )1 1: 1,1t x I → − ， ( ) ( )2 2: 1,1t x I → − 。则 NmX 的所有内部基函数为： 

{ },0 ,1 , 2
1,2

span , , ,Nm j j j N
j

φ φ φ −
=

= 



  

定义 c 处的交面基函数： 

( ) ( )( )11 1 1
1

12 2

1 1 , ,
2
0,                  .

t x x I
x

x I

ψ
ψ

ψ

 = − ∈= 
 = ∈

 

( )
( )( )

( )( )

21 1 1

2

22 2 2

1 1 , ,
2
1 1 , .
2

t x x I
x

t x x I

ψ
ψ

ψ

 = + ∈= 
 = − ∈


 

则逼近空间 NmX 可表示为： 

( ) ( ){ } ( ){ }0 0 1 2 2span , ; span .N N Nm NmX x x X xψ ψ ψ= ⊕ = ⊕   

1) 当 0m = 时，对离散格式(9)进行积分区间标准化： 

( )

( )

1 1
1 0 0 1 1 1 0 0 11 1

1 1
2 0 0 2 2 2 0 0 21 1

1 1
1 0 0 1 2 0 0 21 1

2 d d
2

2 d d
2

d d ,
2 2

N N N N

N N N N

N N

cr u v t r c r u v t
c

R cr u v t r r c u v t
R c
c R cr f v t r f v t

− −

− −

− −

′ ′ + −

−′ ′+ + −
−

−
= +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

其中 ( ) 1
1 1

1
2

tr t c+
= ， ( ) ( )2

2 2
1

2
tr t R c c+

= − + 。将近似解 0Nu 展开为： 

2 2 2

0 0 , 0
1 0 1

.
N

k
N i k i k k

k i k
u u uφ ψ

−

= = =

= +∑∑ ∑  
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则可得到离散格式(9)等价的矩阵形式为： 
0 0 0 0
1 1 2 1

0 0 0
2 3 2

00
1 1 2 1
0 0

22 3 3 4

0
0 0 ,

0T

T T

A B B F
A B FU

B c c f
fB B c c

   
   
   =
   
   

  

 

其中 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )

T T0 01 0 02 0 0 0 0 0 0 0 0
1 2 1 10 11 1, 2 2 20 21 2, 2

T T T0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3 30 31 3, 2 1 10 11 1, 2 2 20 21 2, 2

T1 1 1 2 2 2
0 00 01 0, 2 00 01 0, 2 01 02

, , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , ,

ij ij N N

N N N

N N

A a A a B b b b B b b b

B b b b F f f f F f f f

U u u u u u u u u

− −

− − −

− −

= = = =

= = =

=

 

  

 

 

其中 

( )

( )

( )

( )

1 101
1 1, 1, 1 1 1 1, 1, 11 1

1 102
2 2, 2, 2 2 2 2, 2, 21 1

1 10
1 1 11 1, 1 1 1 11 1, 11 1

1 10
2 1 21 1, 1 1 1 21 11 1

2 d d ,
2

2 d d ,
2

2 d d ,
2

2 d
2

ij i j i j

ij i j i j

i i i

i i

ca r t r c r t
c

R ca r t r r c t
R c

cb r t r c r t
c

cb r t r c r
c

φ φ φ φ

φ φ φ φ

ψ φ ψ φ

ψ φ ψ φ

− −

− −

− −

− −

′ ′= + −

−′ ′= + −
−

′ ′= + −

′ ′= + −

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

( )

, 1

1 10
3 2 22 2, 2 2 2 22 2, 21 1

d ,

2 d d ,
2

i

i i i

t

R cb r t r r c t
R c

ψ φ ψ φ
− −

−′ ′= + −
− ∫ ∫

 

( )

( )

( )

( )

1 1
1 1 11 11 1 1 1 11 11 11 1

1 1
2 1 11 21 1 1 1 11 21 11 1

1 1
3 1 21 11 1 1 1 21 11 11 1

1 1
4 1 21 21 1 1 1 21 21 11 1

1
2 221

2 d d ,
2

2 d d ,
2

2 d d ,
2

   

2 d d
2

2   

cc r t r c r t
c

cc r t r c r t
c

cc r t r c r t
c

cc r t r c r t
c

r
R c

ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

ψ

− −

− −

− −

− −

−

′ ′= + −

′ ′= + −

′ ′= + −

′ ′= + −

′+
−

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ( )1
22 2 2 2 22 22 21

d d ,
2

R ct r r c tψ ψ ψ
−

−′ + −∫

 

1 10 0
1 1 0 1, 1 2 2 0 2, 21 1

1 1 1
1 1 0 11 1 2 1 0 21 1 2 0 22 21 1 1

d , d ,
2 2

d , d d .
2 2 2

i i i i
c R cf r f t f r f t

c c R cf r f t f r f t r f t

φ φ

ψ ψ ψ

− −

− − −

−
= =

−
= = +

∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

2) 当 0m ≠ 时，对(9)进行积分区间标准化： 

( )

( )

21 1
1 1 11 1

1

1 1
1 1 1 2 21 1

21 1
2 2 2 21 1

2

1 1
1 1 2 21 1

2 d d
2

2d d
2

d d
2 2

d d .
2 2

mN mN mN mN

mN mN mN mN

mN mN mN mN

m mN m mN

c mr u v t u v t
c r

c r c r u v t r u v t
R c

R c m R cu v t r r c u v t
r

c R cr f v t r f v t

− −

− −

− −

− −

′ ′ +

′ ′+ − +
−

− −
+ + −

−
= +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫
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将近似解 mNu 展开为： 
2 2

, 2
1 0

,
N

k
mN mi k i m

k i
u u uφ ψ

−

= =

= +∑∑  

则可得到离散格式(9)等价的矩阵形式为： 

1 1 1

2 2 2
T T

1 2 5 3

0
0 ,

m m m

m m m
m

m m

A B F
A B U F

B B c f

   
   

=   
   
   

 

其中 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

T1 2
1 2 1 10 11 1, 2

T T

2 20 21 2, 2 1 10 11 1, 2

T T1 1 1 2 2 2
2 20 21 2, 2 0 1 , 2 0 1 , 2

, , , , , ,

, , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , ,

m m m m m m m m
ij ij N

m m m m m m m m
N N

m m m m
N m m m m N m m m N m

A a A a B b b b

B b b b F f f f

F f f f U u u u u u u u

−

− −

− − −

= = =

= =

= =



 

  

 

其中 
2 21 11 01 2 02

1, 1, 1 2, 2, 21 1
1 2

2 21 10 0
1 2 21 1, 1 2 3 22 2, 21 1

1 2
2 21 1 1

5 4 21 21 1 22 22 2 1 1 1,1 1 1
1 2

d , d ,
2 2

d , d ,
2 2

d d ,
2 2 2

m m
ij ij i j ij ij i j

m m
i i i i i i

m
i m

c m R c ma a t a a t
r r

c m R c mb b t b b t
r r

c m R c m cc c t t f r f
r r

φ φ φ φ

ψ φ ψ φ

ψ ψ ψ ψ φ

− −

− −

− − −

−
= + = +

−
= + = +

−
= + + =

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ 1

1 1 1
2 2 2, 2 3 1 21 1 2 22 21 1 1

d ,

d , d d .
2 2 2

i

m
i m i m m

t

R c c R cf r f t f r f t r f tφ ψ ψ
− − −

− −
= = +∫ ∫ ∫

 

5. 数值实验 

为了验证该算法的有效性，我们将呈现一些数值实验。我们在 MATLAB2017b 平台上编程计算。令

数值解与近似解之间的误差如下： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , , ,N NM NML L

e u x y u x y u x y u x y u r u rθ θ∞ ∞Ω Ω
= − = −  

其中 

( ) ( )
0

, e .
M

im
NM mN

m
u r u r θθ

=

= ∑                                (10) 

例 1 我们取函数 ( ) ( )2 2 1 e , 1, 0.5x yu x y R c+= + − = = ，当取不同的 M 和 N 时，我们在表 1 中分别列出

了数值解与近似解之间的误差结果。 
 
Table 1. Error outcome between numerical solution and approximate solution for diverse N and M 
表 1. 当取不同的 N 和 M 时，数值解与近似解之间的误差结果 

N M = 4 M = 8 M = 12 M = 16 

20 3.1136e−04 1.8268e−08 1.8769e−07 6.7240e−04 

25 3.8403e−04 1.9285e−08 1.9873e−14 1.0750e−08 

30 4.1052e−04 1.9436e−08 1.9554e−13 8.7985e−15 

35 4.1779e−04 1.8569e−08 2.0101e−13 1.1102e−15 
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为了更加直观的表明算法的收敛性和高精度，在图 1 中依次给出了数值解与近似解的图像，在图 2
中依次给出了数值解与 N = 30，M = 10 和 N = 40，M = 20 时的近似解之间的误差图像。 
 

 
Figure 1. Graphics of numerical solution (left) and approximate solutions (right) for N = 30 and M = 12 
图 1. 数值解(左)与 N = 30 和 M = 12 时的近似解(右)的绘图 
 

 
Figure 2. Error Graphics between the numerical solution and the approximate solution when N = 30, M = 10 (left) and N = 
40, M = 20 (right) 
图 2. 数值解与 N = 30，M = 10 (左)和 N = 40，M = 20 (右)时的近似解之间的误差绘图 
 

从表 1 的数据可以知道，当 30, 12N M≥ ≥ 时，近似解 ( ),mNu x y 达到了大约 10−13 的精度。最后，从

图 1 和图 2 也能得到我们提出的算法是收敛的和高精度。 
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