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摘  要 

本文主要通过运用Pell方程，递归序列，平方剩余等方法，证明了不定方程 ( )( )( )6 1 2 3x x x x+ + + =

( )( )( )17 1 2 3y y y y+ + + 无正整数解。 
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Abstract 
In this paper, with the methods of Pell equation, recurrence sequence, quadratic remainder, we 
have shown that the Diophantine equation ( )( )( ) ( )( )( )x x x x y y y y6 1 2 3 17 1 2 3+ + + = + + +  has no 
positive integer solution. 
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1. 引言 

设 ,p q 为给定的正整数，并且满足 ( ), 1p q = ，对于不定方程 

( )( )( ) ( )( )( )1 2 3 1 2 3px x x x qy y y y+ + + = + + +  

的正整数解研究已经有了诸多进展。对于 1p = 的情形，Chon [1]在 1971 年证明了当 2q = 时，上述不定

方程仅有一组正整数解 ( ) ( ), 5,4x y = ；Ponnudurai [2]在 1975 年证明了当 3q = 时，上述不定方程仅有两组

正整数解 ( ) ( ) ( ), 3,2 , 7,5x y = ；宣体佐[3]在 1982 年证明了当 5q = 时，上述不定方程仅有一组正整数解 

( ) ( ), 2,1x y = ；Luo [4]在 2001 年证明了当 6q = 时，上述不定方程仅有一组正整数解 ( ) ( ), 7,4x y = 。对于

1p ≠ 的情形，曹珍富[5]在 1982年证明了当 ( ) ( ), 3,2p q = 时，上述不定方程仅有一组正整数解 ( ) ( ), 8,9x y = ；

罗明，朱德辉和马芙蓉[6]在 2009 年证明了当 ( ) ( ), 3,5p q = 时，上述不定方程仅有一组正整数解 

( ) ( ), 7,6x y = 。 
实际上，近年来仍有许多学者关注上述不定方程的正整数解问题并给出了许多结论，特别关于 1p ≠

的情形。胡邦群和罗明[7]在 2017 年证明了当 ( ) ( ), 6,7p q = 时，上述不定方程仅有一组正整数解 

( ) ( ), 25,24x y = ，以及当 ( ) ( ), 6,11p q = 和 ( ) ( ), 5,11p q = 时，上述不定方程均无正整数解；李妮[8]在 2017
年当 ( ) ( ), 5,14p q = 时，上述不定方程无正整数解；杨晓柳和牟全武[9]在 2018 年证明了当 ( ) ( ), 5,18p q = 时，

上述不定方程仅有一组正整数解 ( ) ( ), 6,4x y = ；林丽娟[10]在 2021 年证明了当 ( ) ( ), 7,5p q = 时，上述不定

方程仅有一组正整数解 ( ) ( ), 10,11x y = ；王润青[11]在 2021 年证明了当 ( ) ( ), 6,13p q = 时，上述不定方程仅

有一组正整数解 ( ) ( ), 10,8x y = 。 
不定方程求解的困难性导致有相当一部分不定方程的正整数解是未知的，特别是当 ( ) ( ), 6,17p q = 时，

上述方程的求正整数解问题仍未解决。本文将证明 ( ) ( ), 6,17p q = 时，即不定方程 

( )( )( ) ( )( )( )6 1 2 3 17 1 2 3x x x x y y y y+ + + = + + +                        (1) 

无正整数解。本文的主要结果进一步完善了当1 50,p q< < 并且 p 和 q 互素时，不定方程求正整数解的相

关结论。 

2. 预备知识 

首先，我们将方程(1)化简为： 

( ) ( )2 22 26 3 1 102 3 1 66x x y y + + − + + = −  ， 

此时令 ( )26 3 1X x x= + + ， 2 3 1Y y y= + + ，方程(1)就转化为 2 2102 66X Y− = − 。 
参照文[12]可知，方程 2 2102 66X Y− = − 的全部整数解可由以下两个结合类(非歧类)给出 

( ) ( )( ) ( )( )102 102 6 102 102 6 102 101 10 102
n

n n n nX Y x y u v+ = ± + = ± + + = ± + + ， 
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( ) ( )( ) ( )( )102 102 6 102 102 6 102 101 10 102
n

n n n nX Y x y u v+ = ± + = ± − + + = ± − + + ， 

其中 6 102± + 是方程 2 2102 66X Y− = − 的相应结合类的基本解，101 10 102+ 是 Pell 方程 2 2102 1u v− = 的

基本解。 
由于上述结合类 ( )102n nx y± + 与 ( )102n nx y± + 是共轭的，即 n ny y−= 。因此，如果 y 是方程(1)的

一个整数解，则应满足 2 3 1 ny y y+ + = ± ，其中 n∈�，即 

( )22 3 4 5,ny y n+ = ± + ∈�。                               (2) 

显然(2)式可以写成以下两个等式： 

( )22 3 4 5,ny y n+ = + ∈�；                               (3) 

( )22 3 4 5,ny y n+ = − + ∈�。                               (4) 

下面我们将证明当且仅当 0, 1n = − 时(3)式成立，当且仅当 0n = 时(4)式成立。从而给出不定方程(1)
的全部整数解，并证明该不定方程无正整数解。 

根据上面所给出的结合类的关系式，不难推导出下列关系式成立： 

1 1 0 1202 , 1, 101n n nu u u u u+ −= − = = ；                           (5) 

1 1 0 1202 , 0, 10n n nv v v v v+ −= − = = ；                            (6) 

1 1 0 1202 , 1, 161n n ny y y y y+ −= − = = ；                           (7) 
2 2 2

2 2102 2 1, 2n n n n n n nu u v u v u v= + = − = ；                          (8) 

6n n ny u v= + ；                                    (9) 

( ) ( )2 1 modk
n km n mu u u+ ≡ − ；                             (10) 

( ) ( )2 1 modk
n km n mv v u+ ≡ − ；                             (11) 

( ) ( )2 1 modk
n km n my y u+ ≡ − 。                             (12) 

3. ( ) ny y22 3 4 5+ = +  

本节将证明当且仅当 0, 1n = − 时(3)式成立，即当且仅当 0, 1n = − 时 4 5ny + 为平方数。 
引理 1 若 4 5ny + 为平方数，则必需 ( )0, 1 mod180n ≡ − 。 
证明 根据(7)式，我们对递归序列{ }ny 取模 7，其剩余类序列周期为 3，当 ( )1 mod3n ≡ 时， 

( )0 mod7ny ≡ ，此时 ( )4 5 5 mod7ny + ≡ 。因为 ( ) ( )4 5 | 7 5 | 7 1ny + = = −  (其中 ( )|a p 表示 a 对 p 的 Jacobi
符号)，因此当 ( )1 mod3n ≡ 时，4 5ny + 不可能是平方数，从而排除 ( )1 mod3n ≡ 。此时还剩下 ( )0,2 mod3n ≡
的情况未讨论这等价于 ( )0,2,3,5,6,8,9,11,12,14 mod15n ≡ 。 

在下面的证明过程中，我们会使用同样的方法去证明 4 5ny + 在某些情况下不为平方数，为节省篇幅，

叙述方式会稍微简略。 
下证当 ( )2,3,5,6,8,9,11,12 mod15n ≡ 时， 4 5ny + 不为平方数。首先，对{ }ny 取模 1801，其剩余类序

列周期为 15，当 ( )2,3,5,8,11,12 mod15n ≡ 时， ( )4 5 417,1540,656,1366,1091,174 mod1801ny + ≡ 。其次，对

{ }ny 取模 29,671，其剩余类序列周期为 15，当 ( )6,9 mod15n ≡ 时， ( )4 5 17638,9312 mod 29671ny + ≡ 。此

时，还剩下 ( )0,14 mod15n ≡ 的情况未讨论，这等价于 ( )0,14,15,29 mod30n ≡ 。 
下证当 ( )14 mod30n ≡ 时， 4 5ny + 不为平方数。对{ }ny 取模 67，其剩余类序列周期为 6，当 2n ≡
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( )mod6 时， ( )4 5 42 mod67ny + ≡ ，从而排除 ( )2 mod6n ≡ ，这等价于排除 ( )14 mod30n ≡ 。此时，还剩

下 ( )0,15,29 mod30n ≡ $$的情况未讨论，这等价于 ( )0,15,29,30,45,59 mod60n ≡ 。 
下证当 ( )15,29,45 mod60n ≡ 时， 4 5ny + 不为平方数。对{ }ny 取模 61，其剩余类序列周期为 60，当

( )15,29,45 mod60n ≡ 时， ( )4 5 43,24,28 mod61ny + ≡ 。此时，还剩下 ( )0,30,59 mod60n ≡ 的情况未讨论。 
下证当 ( )30 mod60n ≡ 时， 4 5ny + 不为平方数，这等价于排除 30,90,150,210,270,330,390,450n ≡  

( )mod 480 。首先，对{ }ny 取模 887，其剩余类序列周期为 8，当 ( )2 mod8n ≡ 时， ( )4 5 587 mod887ny + ≡ ，

从而排除 ( )2 mod8n ≡ ，这等价于排除 ( )90,210,330,450 mod 480n ≡ 。其次，对{ }ny 取模 719，其剩余类

序列周期为 48，当 ( )30 mod 48n ≡ 时， ( )4 5 705 mod719ny + ≡ ，从而排除 ( )30 mod 48n ≡ ，这等价于排除

( )30,270 mod 480n ≡ 。最后，对{ }ny 取模 544543，其剩余类序列周期为 32，当 ( )6,22 mod32n ≡ 时， 

( )4 5 318178,226375 mod544543ny + ≡ ，从而排除 ( )6,22 mod32n ≡ ，这等价于排除 ( )390,150 mod 480n ≡ 。

至此，可以排除 ( )30 mod60n ≡ ，还剩下 ( )0,59 mod60n ≡ 的情况未讨论，这等价于 0,59,60,119,120,179n ≡
( )mod180 。 

下证当 ( )59,60,119,120 mod180n ≡ 时， 4 5ny + 不为平方数。首先，对{ }ny 取模 541，其剩余类序列

周期为 180，当 ( )59,60 mod180n ≡ 时， ( )4 5 176,360 mod541ny + ≡ 。其次，对{ }ny 取模 2161，其剩余类

序列周期为 45，当 ( )30 mod 45n ≡ 时， ( )4 5 1155 mod 2161ny + ≡ ，从而排除 ( )30 mod 45n ≡ ，这等价于排

除 ( )120 mod180n ≡ 。最后，对{ }ny 取模 19，其剩余类序列周期为 18，当 ( )11 mod18n ≡ 时，4 5 14ny + ≡

( )mod19 ，从而排除 ( )11 mod18n ≡ ，这等价于排除 ( )119 mod180n ≡ 。 
至此，仅剩下 ( )1,179 mod180n ≡ 的情况未讨论。证毕。 
引理 2 如果 2 | m ，则有 ( ) ( )2 224 5 | 24 5 521|m m m mv u v u± + = ± + 。 
证明 如果 2 | m ，根据递归序列(5)可知 ( )1 mod 24mu ≡ ，即有 ( )1 mod8mu ≡ ， ( )1 mod3mu ≡ ，从而立

即有 

( )24 5 5 mod8m mv u± + ≡ ， ( )24 5 2 mod3m mv u± + ≡ ， 

并且结合递归序列(6)可知 ( )0 mod 4mv ≡ ，因此我们有 

( )2 | 24 5 1m mv u± + = − ， ( )3 | 24 5 1m mv u± + = − ， 

再由等式(8)可得 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

2 2 2 1| 1| 1, 2 | 1| |m m m m m m m mu u u u u u u u= = − = − = = 。 

于是我们根据等式(8)有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

2
2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

24 5 | 48 10 2 | 24 5 24 5

102 24 5 5 5 102 24 5 24 5 | 24 5

3126 | 24 5 2 | 24 5 3 | 24 5 521| 24 5 24 5

| | | |

| 52

|

m m m m m m m m m m m m m m m

m m m m m m m m m m m m

m m m m m m m m m m

v u u v u u u u u v u u u v u

u v v u u v v u v u v u

v u v u v u v u v u

± + = ± + = ± + = ± +

= + ± + = ⋅ + ⋅ + ± + ± − ± +

= ± + = ± + ± + ± + = ± +( )1 ,

 

证毕。 
引理 3 如果 ( )0 mod180n ≡ ，则仅当 0n = 时， 4 5ny + 为平方数。 
证明 当 0n = 时， 2

04 5 4 5 3ny y+ = + = 。 
当 ( )0 mod180n ≡ 且 0n ≠ 时，令 22 3 5 2tn k= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ，其中 1t ≥ ，2 k  (即 ( )1 mod 4k ≡ ± )。如果 m 取 2t ，

5 2t⋅ ， 23 5 2t⋅ ⋅ 中之一，那么由(9)式和(12)式可得 

( )2 2 24 5 4 5 24 5 modn m m my y v u+ ≡ ± + ≡ ± + ， 

再由引理 2 可得 
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( ) ( )2 224 5 | 24 5 521|m m m mv u v u± + = ± + 。 

根据递归序列(5)和(6)，对{ }224 5m mv u± + 取模 521，所得到的两个剩余类序列周期均为 65，而对 

{ }( )2 1t t ≥ 取模 65，其剩余类序列的周期为 12。下面对 n 分成以下两种情况讨论。 
情况 1：当 ( )1 mod 4k ≡ 时。此时若 ( )0,3,5,11 mod12t ≡ ，则令 2tm = ；若 ( )1,2,4,6,9,10 mod12t ≡ ，

则令 5 2tm = ⋅ ；若 ( )7,8 mod12t ≡ ，则令 23 5 2tm = ⋅ ⋅ 。 
根据(9)式，(12)式以及引理 2 可得 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 24 5 | 4 5 | 24 5 | 2 2|4 5 5 1n m m m m m m my u y u v u v u+ = + = + = + ， 

此时，我们有表 1： 
 

Table 1. When ( )1 mod 4k ≡ , t, m, and 24 5m mv u+  correspond to tables 

表 1. ( )1 mod 4k ≡ 时，t，m 以及 24 5m mv u+ 对应表 

( )( )1 mod12t t ≥  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

( )mod 65m  1 10 20 8 15 32 60 40 15 25 50 33 

( )24 5 mod 521m mv u+  224 478 216 156 328 300 150 122 328 434 428 486 

 
对表 1 中的所有 m 均有 ( )24 5 521| 1m mv u+ = − ，故在情况 1 中 4 5ny + 不为平方数。 
情况 2：当 ( )1 mod 4k ≡ − 时。此时若 ( )5,6,9,11 mod12t ≡ ，则令 2tm = ；若 ( )0,3,4,7,8,10 mod12t ≡ ，

则令 5 2tm = ⋅ ；若 ( )1,2 mod12t ≡ ，则令 23 5 2tm = ⋅ ⋅ 。 
根据(9)式，(12)式以及引理 2 可得 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 24 5 | 4 5 | 24 5 | |24 5 521n m m m m m m my u y u v u v u+ = − + = − + = − + ， 

此时，我们有表 2： 
 

Table 2. When ( )1 mod 4k ≡ − , t, m, and 24 5m mv u− +  correspond to tables 

表 2. ( )1 mod 4k ≡ − 时，t，m 以及 24 5m mv u− + 对应表 

( )( )1 mod12t t ≥  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

( )mod 65m  5 25 50 40 15 32 64 55 45 57 50 33 

( )24 5 mod 521m mv u− +  150 122 328 434 428 486 224 478 216 156 328 300 

 
对表 2 中的所有 m 均有 ( )24 5 1|5 21m mv u− + = − ，故在情况 2 中 4 5ny + 不为平方数。证毕。 
引理 4 如果 ( )1 mod180n ≡ − ，则仅当 1n = − 时， 4 5ny + 为平方数。 
证明 当 1n = − 时， 2

14 5 4 5 13ny y−+ = + = 。 
当 ( )1 mod180n ≡ − 且 1n ≠ − 时，令 21 2 3 5 2tn k= − + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ，其中 1t ≥ ，2 k 。如果 m 取 2t 以及 5 2t⋅ 中

之一，那么由(7)式和(12)式可得 

( )14 5 4 5 159 modn my y u−+ ≡ − + ≡ − ， 

又因为 2 | m ，根据递归序列(5)可知 ( )1 mod 24mu ≡ ，即有 
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( )1 mod8mu ≡ ， ( )1 mod3mu ≡ ， 

因此，我们有 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )4 5 | 159 | 1| 3 | |53 | 53n m m m m m my u u u u u u+ = − = − = 。 

根据递归序列(5)，对{ }mu 取模 53，其剩余类序列周期均为 52，而对{ }( )2 1t t > 取模 52，其剩余类序

列的周期为 12。此时若 ( )0,2,4,5,6,8,10,11 mod12t ≡ ，则令 2tm = ；若 ( )1,3,7,9 mod12t ≡ ，则令 5 2tm = ⋅ 。

此时，我们有表 3： 
 

Table 3. t, m, and um correspond to tables 
表 3. t，m 以及 um对应表 

( )( )1 mod12t t >  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

( )mod 52m  40 36 4 40 16 32 12 16 48 12 36 20 

( )mod 53mu  33 19 31 33 19 32 33 19 31 33 19 32 

 
当 1t = 时，则有 10m = ，此时由(5)式可得，( ) ( )10 53 34 | 53 1|u = = − 。对此 m 和表 3 中的所有 m 均有

( )3 1| 5mu = − ，从而 4 5ny + 不为平方数。证毕。 

4. ( ) ny y22 3 4 5+ = − +   

引理 5 4 5ny− + 为平方数仅当 0n = 时成立。 
证明 由递归序列(7)可知，当 0n ≠ 时， 4 5 0ny− + < ，此时 4 5ny− + 不可能是平方数；当 0n = 时，

2
04 5 4 5 1ny y− + = − + = 。证毕。 

5. 主要结论 

根据前几节的讨论，可以得出本文的主要结论。 
定理 1 不定方程(1)的全部整数解为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3, 3 , 2, 3 , 1, 3 , 0, 3 , 3,0 , 2,0 , 1,0 , 0,0 ,

3, 2 , 2, 2 , 1, 2 , 0, 2 , 3,1 , 2, 1 , 1, 1 , 0, 1 ,

− − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − −
 

其中无正整数解。 
证明 在前几节的讨论中，我们将求不定方程(1)的全部整数解的问题转化成对{ }4 5ny± + 在 n 取何值

时是平方数的讨论。 
根据引理 1，引理 3 以及引理 4 可知，(3)式成立当且仅当 0, 1n = − ，即 4 5ny + 为平方数当且仅当 

0, 1n = − 。当 0n = 时， ( )2 2
02 3 4 5 3y y+ = + = ，此时给出不定方程(1)的一组整数解，即 0, 3y = − ， 

0, 1, 2, 3x = − − − 。当 1n = − 时，( )2 2
12 3 4 5 13y y−+ = + = ，此时 5, 8y = − ，将其带入不定方程(1)的化简形式

中，则有 2 3 1 69x x+ + = ± ，经计算方程 2 3 1 69x x+ + = ± 不存在整数解。 
根据引理 5 可知，(4)式成立当且仅当 0n = ，即 4 5ny− + 为平方数当且仅当 0n = 。当 0n = 时，( )22 3y +

2
04 5 1y= − + = ，此时给出不定方程(1)的一组整数解，即 1, 2y = − − ， 0, 1, 2, 3x = − − − 。 

综上，我们给出了不定方程(1)的 16 组整数解，且无正整数解。证毕。 

6. 结语 

本文延续了文献[6]的证明思路，将不定方程(1)等价转化成 Pell 方程(2)，并构建出方程(1)和方程(2)
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的整数解的等价关系，并通过运用递归序列、平方剩余等初等方法，得出方程(2)的全部整数解，继而得

到方程(1)的全部整数解，从而证明不定方程(1)无正整数解。 
事实上，不同类型的不定方程的递归序列具有不同的特点，我们在证明过程中需要结合本文所研究

的不定方程的递归序列的特点转换研究思路，这其中包括选择 ( ) ( ), 6,17p q = 而不是 ( ) ( ), 17,6p q = 。本文

的主要结果(即定理 1)，进一步完善了当1 50,p q< < 并且 p 和 q 互素时，关于这种类型的不定方程求正整

数解的相关结论。但是对于上述类型的不定方程，还有问题值得进一步研究，即是否能给出求解公式，

从而简化上述类型的不定方程的正整数解的求解过程。 
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