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Abstract 
In this paper, the stability of Tsallis entropy in reference [1] is generalized, and the compact upper 
bound of (r, s) entropy in classical cases is established by using the probabilistic coupling method, 
and the upper bound of the quantum condition is given in the same way. These results give some 
quantitative characterizations of uniform continuity and stability of entropy. 
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摘  要 

本文推广了文献[1]中关于Tsallis熵的稳定性的研究，利用概率耦合方法建立了经典情形下(r, s)熵的紧上

界，并以同样的方法给出了量子情形的紧上界。这些结果给出了(r, s)熵的一致连续性和稳定性的一些定

量刻画。 
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1. 引言 

在经典力学和量子论中，用状态泛函来量化状态的信息内容是非常重要的。普遍的经典概率分布的

Shannon 熵和密度算子的 Von Neumann 熵就是两个范例。此外，还从更一般的物理和数学考虑出发，引

入了在描述反常现象中起重要作用的各种广义熵量，如 Renyi 熵和 Tsallis 熵等，而这些熵都可由 ( ),r s 熵

根据参数的不同取值得到。关于所以这些状态泛函的一个基本问题是它们的连续性或不连续性质：当基

本状态发生变化时，它们是如何变化的？ 
1982 年，Lesche 对 Renyi 熵研究了这个问题，他认为 Renyi r-熵对于 1r ≠ 是不稳定的(或者说性质是

不强的)，用数学语言来说，它们对于迹距离不是一致连续的。2002 年，安倍再次讨论了 Lesche 型的稳

定性问题[2]，他证明了 Tsallis 熵虽然从数学角度来说与 Renyi 熵无关，但对于有限系统来说是稳定的。

此外，Curado and Nobre [3]，and Abe et al. [4]证明了某些广义熵的稳定性。 
具体来说，让我们考虑由所有 m 维向量 { }1 2, , , mp p p p=  组成的纯态下 m∆ 的状态泛函Φ。假设 p

在 m∆ 中变化时， ( )pΦ 的最大值为 mΦ ，则稳定性性质数学描述为对任何 0ε > ，存在 0δ > ，使得对任

何
1

m

i i
i

p q δ
=

− <∑ ，都有[2] [3]： 

( ) ( )
m

p q
ε

Φ −Φ
≤

Φ
 

在上述稳定性考虑的启发下，本文将通过一些尖锐的不等式，利用迹距离来控制 ( ),r s 熵的变化，从

而更精确地量化 ( ),r s 熵的稳定性性质。 

2. 经典情形 

首先回顾一些概念。设 Xp 为有限维随机变量 X 的概率分布 

( ){ }: 1, 2, ,X Xp p i i m= = 
 

则经典 ( ),r s 熵[5]为 

( ) ( ) ( )
1

1 1
1

sm
s r
r X X

i
H p p i

r s =

  = −   −   
∑                             (1) 

其中 r 是可以取任意值的，取 1r = 时可取 1r → ，但是为了避免其他难题，我们只考虑具有特殊物理意

义的 1, 0r s> ≥ 的情况。当 0s → ， 1r → 时 ( )s
r XH p 是由常数因子 log 2e 决定的 Shannon 熵； 

( ) ( ) ( )logX X X
i

H p p i p i= −∑  

对数为以 2 为底。 

很容易看出，m 固定时，当且仅当对任意的 i， ( ) 1
Xp i

m
= 时， ( )s

r XH p 取最大值，最大值为 

( )

( )
1

,
1

1

r s
s
r m

mH
r s

− −
=

−
                                    (2) 
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对于一对可能相关的随机变量 ( ),X Y ，联合概率分布为 XYp ，联合 ( ),r s 熵为： 

( ) ( ) ( )
, 1

1 , 1
1

s
m

s r
r XY XY

i j
H p p i j

r s =

  
 = −  −   
∑  

因为 1r > ，则有： 

( ) ( ) ( ), ,
r

r r
X XY XY

j j
p i p i j p i j

 
= ≥ 
 
∑ ∑  

则 

( ) ( )
1 ,

,
ssm m

r r
X XY

i i j
p i p i j

=

   ≥   
   
∑ ∑                               (3) 

且1 0r− < ，则 ( ) ( )s s
r X r XYH p H p≤ 。 

对于两个随机变量 X 和 Y 在相同范围内概率分布分别为 Xp 和 Yp ，它们的迹距离定义为： 

( ) ( )
1

1
2

m

X Y X YK
i

p p p i p i
=

− = −∑                             (4) 

因子
1
2
可保证迹距离的范围在 0 到 1 之间且将简化以后的公式。这个距离在描述概率分布的可分辨 

性方面起着重要的作用[6]，也叫作 Kolmogorov 距离，因为 

( ) ( )supX Y X YK
A i A i A

p p p i p i
∈ ∈

− = −∑ ∑  

是被 Kolmogorov 提出的[7]。 
有了以上的准备，我们可以给出以下第一个主要的结论： 

定理 1. 设 X Y Kp pε = − 是由等式(4)定义的迹距离，且
( )( )

( )

1

, 1

1 1
1

r s
s
r m

m
H

r s

−

−

− −
=

−
，则对于 1r > ，有 

( ) ( ) ( ) , 1
s s s rs s
r X r Y r r mH p H p H Hε ε −− ≤ +                            (5) 

成立。其中 ( ) ( ) ( )( )1 1 1
1

rs r
rH

r s
ε ε ε= + − −

−
为二元 ( ),r s 熵。 

注 1  不等式(5)可以取等号，例如当 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 , 2 3
1X X X Xp p p p m

m
εε= − = = = =
−


 

和 

( ) ( ) ( ) ( )1 1, 2 3 0Y Y Y Yp p p p m= = = = =  

时取等号。 

注 2  注意不等式(5)的左边与 Xp 或 Yp 中的元素的顺序无关，但是迹距离 X Y kp pε = − 与元素的顺 

序有关。因此不等式(5)可以进一步加强： 

( ) ( ) ( ) , 1
s s s rs s
r X r Y r r mH p H p H Hτ τε ε −− ≤ +                           (6) 

其中 ( )( ) ( )
1

1
2

m

X Y
i

p i p iτε τ
=

= −∑ ，τ 是集合{ }1, 2, , m 的任意排列。 
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定理 1 的证明：我们分两步进行。若 X Yp p= ，结果显然成立，因此证明中我们都假设 X Yp p≠ 。 
( ) ( ){ }: X YI i p i p i= ≤ 和 ( ) ( ){ }:c

X YI i p i p i= > 是非空的。 

1) 首先，对于任意两个概率分布 pX 和 pY，存在一个二元概率分布 pXY 使得 

( ) ( ) ( ){ }, min , , 1, 2, ,XY x Yp i i p i p i i m= = 
 

令 ( )p X Yε = ≠ ，则 

{ } ( )

( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( ){ }( )

( ) ( )

1

1

1

1

1 min ,

1 2min ,
2
1
2

m

x Y
i

m

x Y x Y
i
m

x Y
i

P X Y P X Y

p i p i

p i p i p i p i

p i p i

ε

=

=

=

≠ = − =

= −

= + −

= −

=

∑

∑

∑

 

若令 ( ),:j XY i ji i jq p
≠

= ∑ ，则 

( ) ( ),j XY
j i j

q p i j p X Y ε
≠

= = ≠ =∑ ∑                             (7) 

2) 不失一般性，我们假设 ( ) ( )s s
r X r YH p H p≥ ，则根据不等式(3)有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s s s s s s
r X r Y r X r Y r XY r YH p H p H p H p H p H p− = − ≤ −                (8) 

令
0,
1,

X Y
X Y

=
Θ =  ≠

，则明显有 ( ) ( )P P X Y εΘ = ≠ = ，而 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )s s s s s s
r XY r Y r XY r Y r Y r YH p H p H p H p H p H pΘ Θ− = − + −  

因为 

( ) ( ) ( )
,

1 , 1
1

s
s r
r Y Y

j
H p p j

r s θ
θΘ Θ

  
 = − −    
∑  

( ) ( ) ( ) ( )0, 0, , ,r
Y XYp j P Y j P X Y Y j P j jΘ = Θ = = = = = =  

( ) ( ) ( ) ( )
:

1, 1, , ,r
Y XY

i i j
p j P Y j P X Y Y j p i jΘ

≠

= Θ = = = ≠ = = ∑  

则 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( )

, :

, :

:

1 1, 1 , , 1
1 1

1 , ,
1

,1
1

s s
r XY r Y

s s s
r r r
XY XY XY

i j j j i i j

s s
r r
XY XY

i j j i i j

ss r
XYr

j r
j i i j j

H p H p

p i j p j j p i j
r s r s

p i j p i j
r s

p i j
q

r s q

Θ

≠

≠

≠

−

        
   = − − + −     − −           
    
 = −   −      

  
=     −    

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ 1
 
 −
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这里 ( ): ,j XYi i jq p i j
≠

= ∑ ，因为
( )

( )
:

,1 1
1

sr
XY

r
i i j j

p i j
r s q≠

  
 −   −   
∑ 是概率分布 

( ),
, 1, 2, , ,XY

j

p i j
i m i j

q
  − ≠ 
  


 

的 ( ),r s 熵，对于 1m − 维成立，以 , 1
s
r mH − 为上界。因此，结合等式(9)，对于 1, 0r s> ≥ 有 

( ) ( ) , 1 , 1 , 1

s rs
s s r s s r s
r XY r Y j r m j r m r m

j j
H p H p q H q H HεΘ − − −

   
− ≤ ≤ =   

   
∑ ∑             (9) 

根据 1r > ，有： 

1
r

j j

j jk kk k

q q
q q

 
≤ =  

 
∑ ∑∑ ∑

 

根据指数函数 xy a= 的单调性可知，当 0 1, 0a x< < ≥ 时， 1y ≤ ，则 

1

s
r
j

j
rs

j
j

q

q

 
 
  ≤
 
 
 

∑

∑
 

则第二个不等式成立。 
注意到 ( ) ( ),1s s

r rH p H ε εΘ = − ，则我们只需证 

( ) ( ) ( )s s s
r Y r Y rH p H p H pΘ Θ− ≤                              (10) 

而 ( ) ( ), ,Yp j P Y jθ θΘ = Θ = = ， ( ) ( ) ( )
( )

,Y
Y

Y

p j
p j P Y j

p j
θ

θ θ Θ
Θ = Θ = = = ，则 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( )
( )

( ) ( )

,

,

1 ,
1

,
1 1

1

,1 1
1

1
1

s s
s s r r
r Y r Y Y Y

j j

s
r

s Y
jr

Y s
j r

Y
j

ss r
Yr

Y r
j Y

s
r r
Y Y

j

H p H p p j p
r s

p j
p

r s
p

p j
p

r s p

p p j
r s

θ

θ

θ

θ

θ

θ

θ

θ

Θ Θ

Θ

Θ

Θ

    
 − ≤ −   −      

  
  

    = −   −     
    

     = −    −      

   =   −  

∑ ∑

∑
∑

∑

∑ ∑

∑ ∑ 1
s 
− 

  

 

根据函数 ( ) rf t t=  ( 1r > )的凸性和单调性知 

( ) ( ) ( ) ( )
r

r
Y YY Y

j j
p j p j p j p jθ θΘ Θ

 
≤ 

 
∑ ∑  
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( ) ( ) ( ) ( )
rs s

r
Y YY Y

j j
p j p j p j p jθ θΘ Θ

   
≤   

   
∑ ∑  

因此，根据1 0r− < ，有 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1
1

1 1
1

1 1
1

1 1
1

1 1
1

s
s r
r

sr

Y Y
j

s
r

Y Y
j

s s
r

Y Y
j

s s
r r
Y Y

j

H p p
r s

p j p j
r s

p j p j
r s

p j p j
r s

p j p j
r s

θ

θ

θ

θ

θ

θ

θ

θ

θ

θ

Θ Θ

Θ

Θ

Θ

Θ

  = −  −    
     = −  −      
  
 ≥ − −    

    = −    −      

    ≥ −   −    

∑

∑ ∑

∑∑

∑ ∑

∑ ∑

( ) ( )s s
r Y r YH p H pΘ




= −

 

由式可得到定理 1 成立。 

3. 量子延伸 

文献[1]中作者根据经典情形给出了量子情形 Tsallis 熵在量子情形下的稳定性;对于两个密度算子 ρ

和σ ，定义它们的迹距离为 
1
2K trρ σ ρ σ− = −                                  (11) 

令 Kγ ρ σ= − ，且
( )( )

( )

1

, 1

1 1
1

r s
s
r m

m
S

r s

−

−

− −
=

−
，则对于 1α > ，有 

( ) ( ) ( ) , 1mS S H Sα
α α α αρ σ γ γ −− ≤ +  

在这一部分中，我们会也将不等式(5)和(6)延伸到量子情形中，用密度算子代替概率密度，求和改为

取迹。更具体地说，令 ρ 为密度算子，类比于等式(1)，它的 ( ),r s 熵为 

( ) ( ) ( )1 1
1

ss r
rS tr

r s
ρ ρ = −  −

 

当 1, 1s r= → 时， ( ) logS trρ ρ ρ= − 为 Von Neumann 熵。 

当密度算子被限制在 m 维复希尔伯特空间上，当
1p
m

= ，即最大混合态时 ( )s
rS ρ 有最大值，且最大 

值与等式(2)所定义的一样 
( )

( )
1

, ,
1

1

r s
s s
r m r m

mS H
r s

− −
= =

−
 

定理 2. 令 Kγ ρ σ= − 为(11)式所定义的迹距离，
( )( )

( )

1

, 1

1 1
1

r s
s
r m

m
S

r s

−

−

− −
=

−
，则对于 1, 0r s> ≥ ，有： 
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( ) ( ) ( ) , 1
s s s rs s
r r r r mS S H Sρ σ γ γ −− ≤ +                            (12) 

这里的 ( )s
rH  是定理 1 中定义的二元 ( ),r s 熵。 

定理 2 的证明  令 ρ 和σ 有谱分解： 

1

m

i i i
i

pρ φ φ
=

= ∑ ，
1

m

i i i
i

qσ ψ ψ
=

= ∑  

谱集 { }ip p= 和 { }iq q= 分别构成两个经典概率分布，并且有 

( ) ( )s s
r rS H pρ = ， ( ) ( )s s

r rS H qσ =  

所以根据定理 1 或者更确切地说根据不等式(7)，我们有对于任何排列的τ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , 1
s s s s s r s
r r r r r r mS S H H S S H Hτ τρ σ ρ σ ρ σ γ γ −− = − ≤ − ≤ +              (13) 

这里 ( ) ( )( )
1

1
2

m

i
p i q iτ τγ

=

= −∑ 。 

由[8]的定理Ⅲ.4.4 知，存在排列 u 和 v，使得 u vγ γ γ≤ ≤ ，这里 uγ 和 vγ 与 zγ 的定义一样。函数 
( ) ( ) , 1

s s
r r mf S Sαγ γ γ −= + 是单峰函数(先单调增加，后单调递减)，我们得到 ( ) ( )vf fγ γ≤ 或 ( ) ( )uf fγ γ≤ ， 

将该不等式代入到不等式(13)中得到不等式(12)。定理 2 得证。 
对比定理 1 和定理 2 可以清晰地看出量子情形是在经典情形的基础上将概率密度改为密度算子，将

求和改为取迹，证明过程也基本类似，无论是经典情形还是量子情形，( ),r s 熵都有紧上界，也即满足稳

定性的结论。 

4. 总结 

本文利用概率耦合的方法讨论了经典 ( ),r s 熵的 Lesche 稳定性，通过一些尖锐的不等式，利用迹距

离来控制 ( ),r s 熵的变化，从而更精确地量化经典 ( ),r s 熵的稳定性性质，同时也推出了相应的量子 ( ),r s
熵的稳定性结论，当 r，s 取不同值时可以直接得到 Tsallis 熵等其他的熵的稳定性性质。 
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