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Abstract 
The photon-assisted Fano-type resonance transmission of a Dirac electron through a time-periodic 
double-well potential in graphene is investigated. It is shown that the Fano-type resonance spectra 
through double wells are divided into two asymmetric resonance peaks due to the level splitting of 
bound state in double wells. The line shapes of two asymmetric Fano-type resonance peaks are dif-
ferent. Moreover, the relative phase of the two oscillating fields can adjust the line shapes of the 
asymmetry Fano-type resonance peaks. Additionally, the profile of Fano-type resonance can be also 
controlled by adjusting the frequency and amplitude of the applied oscillating fields, and the struc-
ture of the static quantum wells. 
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摘  要 

在具有时间周期双阱势的石墨烯体系中，我们研究了光子辅助Dirac电子的Fano型共振隧穿。研究结果

表明，由于双阱势中束缚态能级的劈裂，Fano型共振谱会分裂成两个不对称的共振峰。这两个非对称Fano
型共振峰的形状不同。并且，两个振荡场的相对相位可以调制非对称Fano型共振峰的形状。此外，我们

还可以通过改变振荡场的频率、振幅以及静势阱的结构来调制Fano峰的轮廓。 
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1. 引言 

石墨烯作为一种新型的二维材料，由于其独特的性质及在纳米电子器件中的应用前景，已经引起了

人们广泛的研究兴趣[1] [2] [3]。在费米能附近，石墨烯的电子能带结构是线性的、无能隙的，而且低能

电子的动力学特征可以由二维无质量的 Dirac 方程描述[4] [5]。因此展现出许多相对论粒子特性，如“颤

振”(Zitterbewegung)效应[6] [7]、Klein 佯谬[8] [9] [10] [11] [12]、Klein 隧穿[13] [14]。Klein 隧穿是一种

相对论隧穿效应，Dirac 费米子可以完全隧穿极高和极厚的势垒。另一方面，Pereira 等人已经证明平行于

势垒的动量可以抑制 Klein 隧穿，从而允许在石墨烯中限制 Dirac 电子[15]。最近，石墨烯中 Dirac 电子

在各种不同势场中的输运性质引起了广泛的关注[16]-[25]。 
此外，在周期场驱动的量子隧穿中的输运性质也是目前一个重要的研究课题。这类周期场驱动的量

子隧穿中会出现 Fano 共振[26] [27]现象，此共振源自连续态和束缚态的量子干涉效应。当电子和振荡场

之间发生能量量子的交换时，将会发生光子辅助隧穿效应[28] [29]。迄今为止，在半导体异质结中的光子

辅助电子 Fano 型共振隧穿效应已经被广泛研究[30]-[42]。另一方面，有研究已经表明强场作用下的相对

论费米子的量子行为与非相对论粒子的情况有着显著的不同[43] [44]。一般而言，石墨烯中许多有趣的量

子输运现象都与能量相关，光子辅助 Dirac 电子输运性质的研究为定量地探测石墨烯中与能量有关的输

运提供了一个强有力的工具[45]-[58]。 
最近，Lu 等人理论研究发现石墨烯中静电势加上振荡场后也有 Fano 型共振产生[50]。在本文中，我

们将在 Lu 等人的工作基础上扩展为一个含时双阱势结构。通过使用 Floquet 散射矩阵理论，我们研究了

光子辅助 Dirac 电子在石墨烯含时对称双阱势中的 Fano 型共振隧穿。与 Lu 等人考虑的单阱势结构不同

[50]，在双量子阱结构中，由于电子在两量子阱之间的薄势垒共振隧穿会导致束缚态能级劈裂，Fano 型

共振谱将会分裂成两个不对称的共振峰。我们发现，两个振荡场的相对相位可以调制 Fano 峰的形状。此

外，数值计算结果还表明，Fano 峰的外形还与振荡场的频率，振幅以及静势阱的结构有关。 

2. 模型与方法 

我们考虑 Dirac 电子隧穿一个时间周期的双阱势。这种时间周期双阱势结构可以通过在石墨烯中施加

两个局部的栅极电压和两个小的交流电压来实现。电子从左至右经过 I、II、III、IV 和 V 五个区域(见图 1)。 
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Figure 1. Model sketch of Dirac electron transport through a double-well potential 
and two applied oscillating fields. 0V  is the depth of the static well; d  is 

the width of the wells, a  is the thickness of the barrier. ( )1 cosV tω α+  and

( )1 cosV tω β+  are the two applied oscillating fields 

图 1. Dirac 电子在含有两个振荡场的双阱势中输运的模型图。 0V 为静势阱

的深度；d 为阱的宽度，a 为垒的厚度。 ( )1 cosV tω α+ 和 ( )1 cosV tω β+ 对

应两个外加振荡场 
 

时间周期势可以表示为 

( )
( )
( )
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这里 ( )0 0V < 表示静势阱深度， 1V 、ω 和 ( )α β 分别表示振荡场的振幅、频率和相位。Dirac 电子经过一个

时间周期双阱势的运动可以由含时 Dirac 方程来描述 

( ) ( )ˆ, , , , ,i x y t H x y t
t
∂
Φ = Φ

∂
                                   (2) 

其中无质量 Dirac 哈密顿量为 

( )ˆ , ,fH i v V x t= − ⋅ + ∇σ                                     (3) 

在这里 ( ),x yσ σ=σ 是赝自旋泡利矩阵， ( )61.0 10 m sfv ≈ × 是费米速度。 

根据 Floquet 散射理论[59] [60] [61]，方程(2)解的形式为 ( ) ( ) ( ), , , , exp Fx y t x y t iE tφΦ = −  ，其中 FE
表示 Floquet 能量本征值， ( ) ( ), , , ,x y t x y t Tφ φ= + 为一个周期为 2πT ω= 的时间周期函数。由于在 y 方向

上的平移对称性，因此，波函数 ( ), ,x y tφ 在 y 方向上的分量可以表示为含波矢 y 分量 ky的形式 ( )exp yik y 。

对于给定的入射能 E 和 yk ，在势阱区域 II 和 IV 的电子波函数可以表示为 

( )1 sin11 1
e e e e e ,

e e
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∑ ∑ 





           (4) 

其中当 IIl = 时θ α= ，当 IVl = 时θ β= 。 nJ 是第一类贝塞尔函数， ( )0sgnns E V n ω= − +  ， 

( )arctann y nk kϕ = ，和 ( ) ( )22 2
0n f yk E V n v kω= − + − 

。由于 Dirac 电子入射到振荡场区域将被非弹性

散射到无数个 Floquet 通道，势阱区域外的波函数可以被表示为具有所有能量值的波的叠加。因此，I、
III 和 V 区的波函数有如下形式 
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其中 I, III,Vi = ， ( )sgnms E m ω′ = +  ， ( )arctanm y mk kϕ′ = ，和 ( ) ( )22 2
m f yk E m v kω′ = + − 

。由于电子

和振荡场之间以 ω 为单位进行能量交换，边带入射和出射波的能量则为 nE E n ω= +   ( n 为边带指数)。
0nE < 模式为衰减模，由于具有虚数 nk 模式不能传播，所以相应的边带称为衰减边带[35] [62]。 

利用波函数在边界 0x = , d , d a+ 及 2d a+ 处的连续性条件，Dirac 电子在双阱势中隧穿的散射矩阵可

以表示为[35] 
I I I

V V V ,
′      

= =      ′      

r tB A A
S

t rA B B
                                (6) 

其中 IA 和 VB 分别是包含{ }I
mA 和{ }V

mB 入射波的系数矢量， IB 和 VA 分别是包含{ }I
mB 和{ }V

mA 出射波的系

数矢量。散射矩阵包含了所有的概率振幅并将 IA 和 VB 与 IB 和 VA 的系数关联起来[50]。 ( )′r r 和 ( )′t t 矩

阵的矩阵元分别表示从 I(V)区入射的 Dirac 电子的透射几率和反射几率。例如，矩阵元 nmt 表示 Dirac 电

子从 I 区m通道入射，在 V 区 n 通道出现的几率。则总透射几率可以表示为 

2
0 .n

n
T t

∞

=−∞

= ∑                                         (7) 

由Landauer-Büttiker公式可以得到电子通过双阱势的电导为[63] [64] [65] 
2 2

2
0 .n

n

e eG T t
h h

∞

=−∞

= = ∑                                     (8) 

3. 数值计算结果 
在本节中，我们通过数值计算研究了光子辅助Dirac电子在石墨烯含时双阱势中的Fano型共振隧穿并

计算其电导。方程(7)和(8)中所包含的最小边带指数 N 由振荡场的振幅和频率决定。一般来说，取

1N V ω>  就能够使得结果收敛[66]。再接下来的计算中，我们取 0, 1, 2n = ± ± ，则
2 2

00 nn
T t

=
= ∑ 。静势阱

的结构参数分别取 200 nmd = ， 40 nma = 和 0 50 meVV = − 。实际上，当取 150 nmd = 且 0 nma = 时，计

算结果将会回到单量子阱的结果[50]。 

图 2(a)给出了在不同振幅的振荡场下电导 G 随入射能 E 变化的关系图，其中 10.006 nmyk −= ，相位

0α β= = 。当不施加振荡场(即 1 0V = )时，图 2(a)中一条平滑的黑色实线表示的是 Klein 隧穿，产生的原因

是由于石墨烯中电子-空穴守恒[50]。当施加两个含时振荡场后，因为 Dirac 电子和振荡场间的相互作用，将

产生光子辅助共振隧穿，并导致尖锐的非对称 Fano 共振峰出现。非对称 Fano 型共振源自连续态和离散(束
缚)态间的量子干涉。入射的 Dirac 电子在经过第一个势阱的时候会发射一个光子并掉入束缚态，然后吸收一

个光子跃迁回入射通道或是其他的 Floquet 通道隧穿第二个势阱。这种光子调制的隧穿过程形成 Fano 型共振

中离散通道。当入射的 Dirac 电子与双阱势束缚态的能量相差一个或多个光子能量时，便会发生单光子或多

光子共振透射。Lu 等人的前期工作研究了光子辅助 Dirac 电子在含时单阱势中的 Fano 型共振隧穿[50]。与

单阱势结构不同的是，在本文考虑双量子阱结构中，由于电子在通过两量子阱之间的薄势垒时共振隧穿会导

致束缚态能级劈裂，Fano 型共振谱被分成两个不对称的共振峰。因此，在图 2(a)中，当 1 0.5 meVV = 和

11 meVω = 时，两个不对称的 Fano 型共振峰分别出现在 1 7.65 meVE ≈ 和 2 10.43 meVE ≈ 的位置。在不存

在外加振荡场时，可以计算出双阱势对应的束缚能分别为 1 3.347 meVbE = − 和 2 0.575 meVbE = − 。因此，共

振能量满足单光子辅助 Fano 型共振透射关系 ( ) ( )1 2 1 2bE E ω− =  。实际上，振荡场的振幅决定了入射的 Dirac
电子与外加振荡场之间的耦合强度。随着振荡场振幅的增大，图 2(a)中 Fano 型共振峰的宽度也逐渐展宽。 
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Figure 2. Fano-type resonance in conductance G for 0α β= = , 40 nma = , 10.006 nmyk −= . (a) 11 meVω = , 

0 50 meVV = − , 200 nmd = ; (b) 1 1.0 meVV = , 0 50 meVV = − , 200 nmd = ; (c) 1 1.0 meVV = , 11 meVω = , 
200 nmd = ; (d) 1 1.0 meVV = , 11 meVω = , 0 50 meVV = −  

图 2. 电导 G 的 Fano 型共振，这里取 0α β= = ， 40 nma = ， 10.006 nmyk −= 。(a) 11 meVω = ， 0 50 meVV = − ，

200 nmd = ；(b) 1 1.0 meVV = ， 0 50 meVV = − ， 200 nmd = ；(c) 1 1.0 meVV = ， 11 meVω = ， 200 nmd = ；(d) 

1 1.0 meVV = ， 11 meVω = ， 0 50 meVV = −  
 

有趣的是我们观察到图 2(a)中两个 Fano 峰的形状不同。对于第一个共振峰(在 1 7.65 meVE ≈ )，一个

尖锐的峰后紧随一个尖锐的谷。然而，对于第二个共振峰(在 2 10.43 meVE ≈ )情况刚好相反，一个尖锐的

谷后紧随一个尖锐的峰。根据 Fano 理论，Fano 共振电导的线型[67] [68] [69]为 ( ) ( ) ( )2 2 1dG G qε ε ε= + + ，

其中 ( ) ( )2RE Eε = − Γ ， dG 表示非共振电导， RE 和Γ分别是共振峰的位置和宽度。反对称因子 q 表征

了连续态与束缚态间的耦合强度[69]。当 0q >  ( 0q < )，谷位于不对称共振峰的左(右)边。因此，图 2(a)
中，对于第一个共振峰，其反对称因子 0q > ，而对第二个共振峰而言，其反对称因子 0q < 。 

Fano 型共振峰的位置还与振荡场的频率及静势阱的深度和宽度有关。图 2(b)给出的是在不同频率振

荡场作用下电导随入射能变化的关系图。结果表明不对称的共振峰随频率的增加向更高能量方向移动。

图 2(c)中共振峰的位置随着静势阱的深度增加朝低能方向移动，这是由于随着静势阱深度增加，其束缚

能级更低。如图 2(d)所示，随着静势阱宽度的增加，共振峰的位置向左移动。图 3 中我们画出了电导随

两个势阱之间的间隔距离增加的变化情况。我们发现随着两个量子阱之间的间隔距离 a 的增加，第一个

共振峰的位置向右移动，而第二个共振峰的位置向左移动。 
在所考虑的双阱势结构中，当两个外加振荡场有不同相位时，系统的时间反演对称性破缺，Fano 反

对称因子 q 变为复数。在这种情况下，Fano 公式可表示为 ( ) ( ) ( )2 2 2Re Im 1q qε ε + + +   [68] [69] [70]。

共振峰形状的不对称与对称分别对应于 Re Imq q 和 Re Imq q 。在不对称线型情况下，谷在不对

称峰的左(右)侧分别对应着 Re 0q >  ( Re 0q < )。因此，两个振荡场的相对相位可以改变 Fano 型共振峰的

形状。图 4 中我们给出了相位相关的电导变化情况，其中，取 0α = ，从而 β 就代表了两个振荡场的相对

相位。结果表明，不对称峰的谷会随着相对相位改变。当 β 从 0 变化到 π，第一个不对称共振峰的谷从

共振峰的右侧移到了左侧，而第二个共振峰的情况与前者相反，即谷从共振峰的左侧移动到了右侧。并

且，在临界相位 3π 11，不对称峰成为对称的共振峰。对于相对相位处于区间 ( )0,3π 11 的情况， Re q 大

于 0，而在区间 ( )3π 11,π 时， Re 0q < 。实际上，临界相对相位 3π 11对应于 Re 0q →  (但 Im 0q ≠ )，在 
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Figure 3. Conductance G as a function of E for different separation 
distance between two quantum wells for 0α β= = , 10.006 nmyk −= , 

11 meVω = , 1 1.0 meVV = , 0 50 meVV = −  and 200 nmd =  
图 3. 两量子阱间隔距离不同情况下电导 G随入射能 E的变化关系

图 。 这 里 取 0α β= = ， 10.006 nmyk −= ， 11 meVω = ，

1 1.0 meVV = ， 0 50 meVV = − 和 200 nmd =  
 

 
Figure 4. Variation of Fano-type resonance line-shape in conductance 
G with β  for 0α = , 40 nma = , 10.006 nmyk −= , 11 meVω = , 

1 1.0 meVV = , 0 50 meVV = −  and 200 nmd =  

图4. Fano型电导G随相位 β 的变化关系图。其中 0α = ， 40 nma = ，
10.006 nmyk −= ， 11 meVω = ， 1 1.0 meVV = ， 0 50 meVV = − 和

200 nmd =  
 
这种情况下，对称共振峰将出现。 

4. 总结 

本文中，我们使用 Floquet 散射矩阵理论研究了 Dirac 电子在石墨烯时间周期双阱势中的共振隧穿。

由于 Dirac 电子与振荡场之间相互作用，光助共振隧穿发生从而导致了尖锐的非对称 Fano 型共振峰的出
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现。非对称 Fano 型共振源自束缚态与连续态之间的量子干涉。数值计算的结果表明，Fano 型共振谱在

双阱势情况下将会劈裂为两个非对称共振峰，而且这两个峰的线型不相同。此外，两个振荡场的相对相

位也可以改变非对称 Fano 型共振峰的线型。当相对相位从 0 增加到 π时，共振峰的谷会从峰的一边移动

到另外一边。在临界相对相位 3π 11处，非对称共振峰变为对称的峰。另外，振荡场的频率、振幅以及静

势阱的结构都可以用来调制共振峰。这些特性可以用来实现对石墨烯中 Dirac 电子输运性质的调制。 
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