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Abstract 
In this paper, we present a projection and contraction algorithm for solving the quasi-variational 
inequality problem. The algorithm includes prediction step and correction step. The calculation of 
the correction step does not need to do the projection. Our method is proven to be globally con-
vergent under certain assumptions. 
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摘  要 

本文给出了求解拟变分不等式问题的一种投影收缩算法，算法包括预测步和修正步，修正步的计算不需
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要做投影，在适当的假设条件下，证明了算法的全局收敛性。 
 
关键词 

拟变分不等式，投影，超平面 

 
 

1. 引言 

给定一个向量值函数 : n nF R R→ ， X 是 nR 上的非空闭凸集， : 2XK X → 是一个集值映射且其值为

非空闭凸集，拟变分不等式问题[1] (Quasi-variational inequality problem，简记 QVIP)就是求一个向量

x X∈ ，使得 ( )x K x∈ ，且满足 

( ) , 0,F x y x− ≥  ( )y K x∀ ∈                               (1.1) 

其中 2X 表示 X 中所有子集所形成的集合， ,⋅ ⋅ 表示 nR 中的内积。 

拟变分不等式问题在经济平衡理论、最优控制论、对策论、交通模型以及社会和经济模型等许多方

面都有着广泛的应用。经济问题中的广义 Nash 均衡问题可以等价地转化为一个拟变分不等式问题[2]。
研究拟变分不等式问题的有效数值解法有着重要的理论意义和实用价值。 

当 ( )K x K X≡ ⊂ 时，拟变分不等式问题就退化为了变分不等式问题，对于变分不等式问题有很多经

典的算法，在文献[3]-[5]中都提出了两步投影法，两步投影法不仅迭代更快，而且对函数的要求也更低，

而后文献[6]将两步投影法引入到了拟变分不等式问题的算法中，算法在每次迭代时需要计算预测步和修

正步；文献[7]在假设算子具有协强制性条件下，对[6]中的算法做了改进，并给出了收敛性分析。文献[1]
也给出了一种基于新的下降方向的投影类算法。在上述已有的二次投影类算法中，在计算预测步和修正

步都需要做投影，当往可行集上的投影不易计算时会影响算法的计算效率。文献[8]在设计变分不等式的

算法时引入了超平面，利用当前迭代点向所构造的该超平面与可行集的交做投影来产生新的迭代点，这

样会使投影计算相对容易。受文献[8]的启发，我们将超平面引入到了拟变分不等式的算法中，设计了求

解拟变分不等式问题的一种投影算法，而且算法在计算修正步时不需要做投影，最后的数值实验结果可

以说明这样改进的算法是可行有效的。 

2. 预备知识 

本节中，我们将给出算法及证明中所用到的定义、引理、假设条件等。 
对于给定的非空闭凸集 nC R⊆ ，从点 nx R∈ 到C 的正交投影(以下我们简称投影)定义为： 

( ) { }arg minCP x x y y C= − ∈  

它有如下性质： 
引理 2.1 [9]：设集合 nC R⊆ 为非空闭凸集，则对 , ,nx y R z C∀ ∈ ∈ ,有下列不等式成立： 

(1) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
,C C C CP x P y x y P x P y− − ≥ − ； 

(2) ( ) ( ), 0C CP x x z P x− − ≥ ； 

(3) ( ) ( )
2 22

CC
P x z x z P x x− ≤ − − − 。 

由引理 2.1 之(1)知，投影算子 CP 具有非扩张性，即：对任意的 , nx y R∈ ，有 

( ) ( )C CP x P y x y− ≤ −  
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引理 2.2 [8]：设集合 nC R⊆ 为非空闭凸集， ( )h x 是C 上的 Lipschitz 连续实函数， 

( ){ }0K x C h x= ∈ ≤ 。若 Lipschitz 连续系数 0θ > ，则对任意 x C∈ ，有： 

( ) ( ){ }1, max ,0dist x K h xθ −≥  

令 F 为 n nR R→ 的映射，对任意的 nx R∈ 和 0α > ，定义： 

( ) ( )( )Cx a P x F xα= − , ( ) ( ),e x x xα α= −  

引理 2.3 [1]：对任意给定的向量 x 和映射 ( )F x 有： 

(a) 当 0α > 时， ( )x x α− 关于α 是单调增函数； 

(b) 当 0α > 时，
( )x x α

α

−
关于α 是单调减函数。 

引理 2.4： F 为 n nR R→ 的连续映射，对任意的 nx R∈ 和 0α > ，我们有： 

{ } ( ) ( ) { } ( )min 1, ,1 , max 1, ,1e x e x e xα α α≤ ≤  

引理 2.5：若 ( )CP xω = ，则对任意的 z C∈ ，有 

2 2 2z x z xω ω− ≥ − + −  

证： 
2 2 2 2 22 ,z x z x z x z xω ω ω ω ω ω− = − + − + − − ≥ − + −  

定义 2.1 [1]：令 ,x C∈ 则映射 ( )K ⋅ 称 
(1) 在 x 处上半连续，若 

( )
( )
( )

( )
,k k

k k

k

x C x x k

y K x y K x

y y k

∈ → →∞
∈ ⇒ ∈


→ →∞ 

； 

(2) 在 x 处下半连续，若对任意满足 kx x→ 的点列，{ }kx C⊆ ,及满足 ( )y K x∈ ，均存在一点列{ }ky ，

使得 ,ky y→  且 ( )k ky K x∈ 成立； 

(3) 在 x 处连续，若在 x 处既上半连续，又下半连续； 
(4) 在集合C 上连续，当且仅当在C 上的每一点都连续。 
定义 2.2：称映射 F 在C 上是伪单调的，若对任意的 ,x y C∈ 有： 

( ) ( ), 0 , 0F y x y F x x y− ≥ ⇒ − ≥  

定义 2.3： x C∈ ，称映射 F 在 x 处是严格单调的，若对任意的 y C∈ 且 y x≠ 有： 

( ) ( ) , 0F x F y x y− − >  

定义 2.4 [7]：映射 : nF C R→ 称为在C 上是 Lipschitz 连续的，如果存在常数 0L > ，使得： 

( ) ( )F x F y L x y− ≤ − , ,x y C∀ ∈  

在本文中我们做如下假设： 
假设(H) 
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(a) S∗ ≠ ∅。这里 ( ){ }, 0,S x S F x y x y S∗ = ∈ − ≥ ∀ ∈ ，其中 ( )
x X

S K x
∈

=


， ( )
x X

S K x
∈

=


 . 

(b) ( )K ⋅ 在 nR 上连续； 

(c) 函数 : n nF R R→ 是伪单调的。 
注：尽管假设(a)比拟变分不等式解集非空的假设更强，而且不容易验证它是否成立，但它保证了 QVIP

的解集是非空的。此假设首次出现在文献[6]，而后在文献[1] [7]中也多次使用。 

3. 算法及其收敛性分析 
算法 3.1 
步骤 0：给定常数 0 ε< ，选取参数 0r > ， 0 1l< < ， 0 1µ< < ，置 1x X− ∈ ，选定任意的初始点

( )0 1 ,x K x−∈ 令 0k = 。 

步骤 1：根据当前迭代点 kx ，计算 

( ) ( )( )
k k kK xP x F x−  

如果 ( ) ( )( )
kk k kK xx P x F x= − ，停止。否则，转到步骤 2。 

步骤 2：求 km ， km 为使得下面不等式成立的最小非负整数 m ， 

( ) ( ) 2,k k k k k k kF x F x x x x xα µ− − ≤ − ， 

其中 km
k rlα =: ， ( ) ( )( )

kk k k kK xx P x F xα= −: 。 

步骤 3：计算 

2

,k k
k k k

k

kd x
x

x
y d

d

−
= −  

其中： 

( ) ( )( )k k k k k kd x x F x F xα= − − −   

令： 

1

,k
k

k

ky y X
x

x+

∈= 
 .

如果

否则
 

步骤 4：让 1k k= + ，回到步骤 1。 
注：在第 3 步中 1kx + 这样定义是由于在算法中， 1kx + 是通过将 kx 向集合 kX H 投影得到的，即： 

( )1k kX H kx P x+ =


 

当令 ( ){ }: 0:k kH v h v= ≤ ， ( ) ,k k kxh v d v= − 时，如果 kx 向 kH 的投影 ky 在集合 X 中，此时 ky 为 kx

向集合 kX H 的投影，否则 kx 向集合 kX H 的投影点为两集合交集中的点 kx 。 

在算法中选用的超平面是{ }, 0k
n

kv R d v x∈ − = 。 

下面说明该算法的合理性： 
引理 3.1：对任意的向量 x X∈ ，定义 ( ) ( ) ( ) ( )( )K x K xx P x F xα α= − 。则对任意的 ( )0,1µ ∈ ，当α 是一

个充分小的正数时，我们有： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

,K x K x K xF x F x x x x xα α α µ α− − ≤ −                   (3.1) 



张文伟 等 
 

 
55 

证明：我们知道 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )K x K x K xx P x F x P xα α= − → 当 0α → 时. 

如果存在一个 0α > 使得 ( ) ( )K xx x α=  ，由引理 2.1(2) 我们可以得到 ( ) ( )K xx x α= 对任意的 0α > 都成

立，此时(3.1)对任意的 0α > 都成立。 
如果 ( ) ( )K xx x α≠ 对所有的 0α > 都成立，现假设(3.1)不成立，即存在一个正实数序列{ }( )1,2,i iα = 

趋于 0，使得对任意的 iα 有： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

,i i i iK x K x K xF x F x x x x xα α α µ α− − > −  

利用 Cauchy-Schwartz 不等式可得到： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )i i iK x K xF x F x x xα α µ α− > −                          (3.2) 

下面考虑两种情况： 

(1)： ( )x K x∉ ,则当 0iα → 时 ( ) ( ) ( )( )i iK xF x F xα α− 会趋于 0，而 ( ) ( )iK xx xµ α− 会趋于一个正数，

这与(3.2)矛盾。 
(2)： ( )x K x∈ ，这时有 ( ) ( )K xx P x= ，因为 F 是连续的并且当 0iα → 时， ( ) ( ) ( ) ( )iK x K xx P x xα → = ，

( ) ( ) ( )( )iK xF x F x α− 会趋于0，而利用引理2.3(b)，当 0iα → 时
( ) ( )iK x

i

x x α

α

−
不会小于正数 ( ) ( )1K xx x− ，

这与(3.2)矛盾。 
引理 3.2：设 F 在 nR 上连续且在 X 上伪单调，{ }kx 是算法 3.1 生成的无穷数列，则对任意的 x S∗ ∗∈ ，

有 ( ) 0kh x∗ ≤ ， ( ) ( ) 21 0k k k kh x x xµ≥ − − > 。 

证明：由 ( ) ( )( )
kk k k kK xx P x F xα= − 和 S∗ 的定义可知 ( ) , 0.kxF x x∗ ∗− ≥ 利用 F 的伪单调性有： 

( )   , 0.k kx xF x∗− ≥  

进而有如下不等式： 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( )

,

, ,

, 0

k k k k k k

k k k k

k k

k

k k k k

k

x x F x F x x

x x x x

h x x

x

x

x x F x

x

F

F x

α α

α

α

∗ ∗

∗ ∗

∗

= −

= − − − + −

≤ −

− −

≤

−

 

其中第一个不等式由 ( )kx K x∗ ∈ 及引理 2.1(2)可得。 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( )

2

2

,

,

1 0

k k k k k k

k k k k k k

k

k
k k

k

k

x x F x F x x

x x F x F x x

h x x

x

x x

α

µ

α

= −

= −

≥

− − −

−−

− −

>

−  

注：由引理 3.2 知， kH 能够严格分离当前迭代点和集合 S∗ 。 
在下面的收敛性证明中，为了方便论述，我们使用 1kx + 的第二种表示方法即： ( )1 kk X H kx P x+ =



，同

时令： :k kX X H=  。 

定理 3.1：设 F 在 nR 上连续且假设 H 成立，{ }kx 是算法 3.1 生成的无穷数列，则{ }kx 的任何聚点是

QVIP(1.1)的一个解。 
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证明 取 x S∗ ∗∈ ，根据引理 2.5 我们得到： 

( )

( )

22

1

2 2
1

2 2 , .

kk X H k

k k k

k k k

x x P x x

x x x x

x x dist x X

∗ ∗
+

∗
+

∗

− = −

≤ − − −

= − −



 

有引理 3.2 知 ( ) 0k kh x > ，所以 k kx X∉ ，进而 ( ), 0k kdist x X > 。由此可知数列{ }kx x∗− 是严格单调

递减且有下界的数列，从而是收敛数列。由此可知{ }kx 是有界序列，且： 
2 2

1 0, .k kx x x x k∗ ∗
+− − − → →∞                          (3.3) 

再由 ( )F x 是 nR 上的连续映射，所以序列 ( ){ }kF x 是有界的，由投影算子的非扩张性易知{ }kx 也是

有界的。因此存在 0M > 使得 

( ) ( )( ) , .k k k k kx x F x F x M kα − ≤− ∀−  

这就意味着对任意的 k ，函数 ( )kh v 都是 -LipschitzM 连续的。注意到 k kx X∉ ，由引理 2.2 可得 

( ) ( )1,k k k kdist x X M h x−≥ , .k∀  

则结合引理 3.2 有： 

( ) ( ) ( )
2 2 422 2 2 2

1 , ?k k k k k k k kx x x x dist x X M h x M x xµ∗ ∗ − −
+− − − ≥ ≥ ≥ − −  

因此式(3.3)意味着： 

lim 0k kk
x x

→∞
− =                                    (3.4) 

假设 x 是{ }kx 的一个聚点，则必存在收敛子列{ } 1k k N
x

∈
，使得： 

1 ,
lim k

k N k
x x

∈ →∞
= ， 

这里 { }1 0,1,N ⊆ ⋅⋅⋅ 。下面我们来证明 x 是QVIP  (1.1)的一个解。 

首先证明 ( )x K x∈ 。由(3.4)式得： 

1 ,
lim k

k N k
x x

∈ →∞
=  

再由 ( )k kx K x∈ 及 ( )K ⋅ 的上半连续性，即得： ( )x K x∈ 。 

下面我们来证明： ( ) ( ), 0,F x y x y K x− ≥ ∀ ∈ 。为此我们先证存在 ( ){ },1k ke x 的一个子列

( ){ } 2
,1k k k N

e x
∈

其中 2 1N N⊆ ，使得 

( )
2 ,

lim ,1 0k k
k N k

e x
∈ →∞

=  

其中 ( ) ( ) ( )( ),
kk k k k kK xe x x P x F xα α= − − 。 

下面考虑两种情况： 
(1)： { }

1 mininf 0k
k N

α α
∈

= > ，由引理 2.4，我们有： 

( ) { }
,1

min 1,
k k

k k
k

x x
e x

α
−

≤  
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结合式(3.4)有： 

( ) { }1 1, , min

lim ,1 lim 0.
min 1,

k k
k k

k N k k N k

x x
e x

α∈ →∞ ∈ →∞

−
≤ =  

(2)： { }
1 mininf 0k

k N
α α

∈
= = ，因为 min 0α = ，所以存在子列{ } 2k k N

α
∈

，使得
2 ,

lim 0k
k N k

α
∈ →∞

= ，因此对充分

小的 kα ， k

l
α

一定违背了步骤 2 中的约束规则，即： 

( )
2

,k k k k
k k k k k kF x F x x x x x

l l l l
α α α α

µ
      − − > −      

      
 

利用 Cauchy-Schwartz 不等式和引理 2.4，我们有： 

( ) ( ),1

k
k k

k
k k k k

k

x x
l

e x F x F x
l

l

α
α

µ µ
α

 −      ≤ < −   
  

 

即： 

( ) ( )1,1 k
k k k ke x F x F x

l
α

µ
  ≤ −   

  
 

而且： 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )20 ,

k

k k
k k k k k k kK x

k
k k k k k

k
k k k k k

x x x x x P x F x
l l

x x F x F x
l

x x F x F x
l

k N k

α α

α
α

α
α

    − = − + − −    
    

≤ − + −

 
= − + − − 

 

→ ∈ →∞

 

所以有： 

( )
2 ,

lim 0.k
k k

k N k
F x F x

l
α

∈ →∞

  
− =  

  
 

因此，我们有： 

( )
2 ,

lim ,1 0k k
k N k

e x
∈ →∞

=  

由于 ( )K ⋅ 是下半连续的，那么，对 ( )y K x∀ ∈ ，存在一个序列{ }ky ， ( )k ky K x∈ ，使得
2 ,

lim k
k N k

y y
∈ →∞

= 。 

由 ( ) ( ) ( )( ),1
kk k k k kK xx e x P x F x− = − 可得： 

( ) ( ) ( ),1 , ,1 0k k k k k k kF x e x y x e x− − + ≥                          (3.5) 

可得： 



张文伟 等 
 

 
58 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
,1 ,1 , ,1 0k k k k k k k k k k k kF x y x F x e x e x y x e x− + − − − ≥, ,  

当 ( )2k k N→∞ ∈ 两边取极限，由于{ }kx 和{ }ky 的有界性，我们得到 

( ) , 0F x y x− ≥  

由 y 的任意性，得到了我们所要证明的结论。 

4. 数值实验 
为了验证算法的可行性和有效性，我们通过 MATLAB 用算法 3.1 解决了一个由广义纳什均衡问题转

化成的拟变分不等式问题。在计算过程中，参数选取为： 0.5r = ， 0.5l = ， 610ε −= ， 0.99µ = 。在下面

的数值结果中，近似解指最后一个迭代点，最大迭代步数限定为 1000 步。 
例 1：此例是一个广义纳什均衡问题，首次被 Harker 和 Outrata [10]在 1991 年提出，该问题是一个

两人对策，每个人选取 0 到 10 之间的一个数 ix ，并且它们的和不能超过 15。费用函数和映射 iK 定义如

下： 

( ) ( )21 1 2 1 1 2 18, 34
3

x x x x x xµ = + −  

( ) ( )22 1 2 2 1 2 25, 24.25
4

x x x x x xµ = + −  

( ) { }1 2 1 1 20 10, 15K x x x x= ≤ ≤ ≤ −  

( ) { }2 1 2 2 10 10, 15K x x x x= ≤ ≤ ≤ −  

现在考虑此问题的QVI 形式，函数 F 定义为： 

( )1 1 282 34
3

F x x x= + − , ( )2 2 152 24.25
4

F x x x= + −  

它的解组成如下：点 ( )5,9 T
及线段 ( ) ( )9,6 , 10,5T T 

 
。从不同的初始点出发，用算法 3.1 得到的数值

结果如表 1 所示。 
例 2：此例是在例 1 的基础上，将集值映射 ( ) { }2 1 2 2 10 10, 15K x x x x= ≤ ≤ ≤ − 替换为： 

( ) { }2 1 22 10K x x= ≤ ≤ 。 

得到的数值结果如表 2 所示。 
 
Table 1. The numerical results of example 1 
表 1. 例 1 的数值结果 

起始点 运行时间（秒） 迭代次数 近似解 

(0, 0)T 0.040131 8 (5, 9)T 

(10, 0)T 0.045700 67 (5, 9)T 

(10, 10)T 0.029586 25 (5, 9)T 

(0, 10)T 0.029232 19 (5, 9)T 

(5, 5)T 0.031335 24 (5, 9)T 

rand(2, 1) 0.042018 9 (5, 9)T 
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Table 2. The numerical results of example 2 
表 2. 例 2 的数值结果 

起始点 运行时间（秒） 迭代次数 近似解 

(0, 0)T 0.027065 8 (5, 9)T 

(10, 0)T 0.032125 141 (5, 9)T 

(10, 10)T 0.028522 23 (5, 9)T 

(0, 10)T 0.027401 46 (5, 9)T 

(5, 5)T 0.028808 24 (5, 9)T 

(5, 0)T 0.032973 26 (5, 9)T 

rand(2, 1) 0.027809 8 (5, 9)T 

 

从表 1 可以看出，从不同的初始点出发，用算法 3.1 都能得到原问题的解。 
从表 2 可以看出，算法 3.1 在例 2 中从不同的初始点出发都能正确的给出拟变分不等式解。 
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