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Abstract: In this paper, we consider the growth of the meromorphic solutions of a class of higher order ho- 
mogeneous and non-homogeneous linear differential equations with meromorphic coefficients, and further 
consider the relation between their meromorphic solutions and functions of small growth, where one of these 
coefficients has a finite deficient value or satisfies some conditions, others satisfy corresponding conditions. 
 
Keywords: Deficient Value; Complex Differential Equations; Meromorphic Function;  

Functions of Small Growth 

一类高阶线性微分方程亚纯解与小函数的关系 

陈敏风，陈宗煊 

华南师范大学数学科学学院，广州 
Email: chenminfeng198710@126.com, chzx@vip.sina.com 

 
收稿日期：2013 年 10 月 16 日；修回日期：2013 年 10 月 29 日；录用日期：2013 年 11 月 5 日 

 
摘  要：本文研究了一类亚纯函数系数高阶齐次和非齐次线性微分方程的亚纯解的增长性，并进一步

研究了它们的亚纯解与小函数的关系。其中某一个系数具有有限亏值或满足一定条件，其余系数也满

足相应的条件。 
 

关键词：亏值；复域微分方程；亚纯函数；小函数 

1. 引言 

本文使用值分布论的标准记号[1]，特别地，对亚纯函数 ( )f z ，用 ( )fσ 和 ( )fµ 表示 ( )f z 的级与下级；用

( )fλ 和 ( )1 fλ 分别表示 ( )f z 的零点和极点收敛指数； ( )fλ 表示 ( )f z 的不同零点收敛指数； ( )fλ ϕ− 表示 

( )f z 取小函数的收敛指数。 
定义 1[2]：假设 ( )f z 为开平面上的亚纯函数， ( )f z 的超级 ( )2 fσ 定义 ( )log ,T r f 的级，即 

( ) ( )
2

log log ,
lim

logr

T r f
f

r
σ

→∞
=  
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考虑二阶线性微分方程 

( ) ( ) 0f A z f B z f′′ ′+ + =                                   (1) 

其中 A(z)，B(z)(不恒为零)都是亚纯数。众所周知，如果 A(z)，B(z)是整函数，至少有一个是超越的，并且 1f ，

2f 是方程的两个线性无关的解，那么 1f ， 2f 至少有一个必是无穷级。然而，它们也可能具有非零有穷级的解，

例如 ( ) ezf z = 满足方程 ( )e e 1 0z zf f f− −′′ ′+ − + = ，因此，我们考虑在 A(z)，B(z)上赋予什么条件时，可以确保

方程(1)的每一个非零解具有无穷级.针对这一问题，已有很多结果，如[3-5]。 
伍鹏程和朱军在文献[5]中证明了 
定理 A：假设 A(z)是一个具有有穷亏值的亚纯函数。如果 B(z)是一个超越亚纯函数，满足如下三个条件之

一： 
1) ( ) ( ) 11 ;

2
B Bλ σ < <  

2) ( ) ( ) 11 ;
2

B Bλ µ< <  

3) ( ) 0Bσ = 且 B(z)仅有有限多个极点。 
则方程(1)的每一个非零解具有无穷级。 
对于高阶齐次和非齐次线性微分方程： 

( ) ( )1
1 0 0k k

kf A f A f−
−+ + + =                                (2) 

和 
( ) ( )1

1 0 k k
kf A f A f F−

−+ + + =                                (3) 

陈宗煊在文献[6]中证明了  
定理 B：假设 0 1 1, , , kA A A − 是亚纯函数，且存在某个 ( )0 1sA s k≤ ≤ − ，满足： 

( )( ) ( ){ } ( ) ( ) 1 max , 1
2j s s sb A j s A A Aσ λ µ σ= ≠ < ≤ <  

如果微分方程(2)有亚纯解，那么每个超越亚纯解 f 满足： ( ) ( )2 sf Aσ σ= ；而每个非超越亚纯解 f 为多项

式且 deg 1f s≤ − 。 
肖丽鹏和陈宗煊在文献[7]中证明了 
定理 C：假设 0 1 1, , , ,kA A A F− 是亚纯函数，存在某个 ( )0 1sA s k≤ ≤ − ，满足： 

( ) ( )( ) ( ){ } ( ) ( ) 1 max , , 1 .
2j s s sb F A j s A A Aσ σ λ µ σ= ≠ < ≤ <  

则微分方程(3)的每一个超越亚纯解 f 满足： ( ) ( )2 sf Aσ σ= 。 
本文主要考虑微分方程(2)，(3)亚纯解的增长性，~并研究了它们的亚纯解和小函数的关系，得到了以下结

论： 
定理 1：假设 0 1 1, , , kA A A − 是有限级亚纯函数，存在某个 s 满足： sA 具有有限亏值， ( ) ( )0sA Aσ σ≠ ，且 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )0 0 0
1 max 0, , 1 .
2jb A j s A A Aσ λ µ σ=  ≠ < ≤ <  

如果 ( )( )0zϕ ≡/ 为有限级亚纯函数，那么方程(2)的每个亚纯解 ( )( )0f z ≡/ 满足 ( ) ( ) ( )f f fλ ϕ λ σ− = = = ∞ 。 
定理 2：假设 0 1 1, , , , 0kA A A F− ≡/ 是有限级亚纯函数，存在某个 s 满足： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
11 , , ,
2s s s s sA A A A A A Fλ µ σ σ σ σ σ< ≤ <   ≠  ≠  

且 
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( ) ( )( ) ( ){ } ( ) ( )0 0 0
1max , 0, , 1 .
2jb F A j s A A Aσ σ λ µ σ=  ≠ < ≤ <  

假设 f 为(3)的亚纯解，且极点阶数有限，则 ( )fσ = ∞ 。如果 ( )( )0zϕ ≡/ 为有限级亚纯函数，那么方程(3)
的每个亚纯解 ( )( )0f z ≡/ 满足 ( ) ( ) ( )f f fλ ϕ λ σ− = = = ∞ 。 

2. 引理和注 

引理 1[8]：假设 f 是超越亚纯函数， ( )fσ σ= < ∞ 。设 ( ) ( ){ }1 1, , , ,m mk j k jΓ = 
表示一个整函数对的集合，

满足 ( )0 1, ,i ik j i m> ≥ =  。假定 0ε > 是任给常数,那么存在子集 ( )1 1,E ⊂ ∞ 具有有穷对数测 1lmE < +∞ ，满足：

对满足 [ ] 10,1z r E= ∉  的所有 z 和 ( ),k j ∈ Γ ，我们有 

( ) ( )
( ) ( )

( )( )1 .
k

k j
j

f z
r

f z
σ ε− − +≤                            (4) 

在介绍下面引理之前，需要一些记号。对集合 ( )1,E ⊂ ∞ ， ( ) d
l E

tm E
t

= ∫ 表示 E 的对数测度， 

( ]( )0,
log sup

l
lim

og
l

r

m E r
densE

r→∞
=



 

和 

( ]( )
liminf

0,
log

log
l

r

m E r
densE

r→∞
=



 

分别称为集合 E 的上对数密度和下对数密度。 
引理 2[9]：假设 g(z)是超越整函数，满足 ( )0 1gµ≤ < ，则对每一个 ( )( ),1gα µ∈ 存在集合 ( )2 0,E ⊂ ∞ ，使得 

( )
2log 1

g
densE

µ
α

≥ − ，其中 

[ ) ( ) ( ){ }2 0, : cos πE r m r M r α= ∈ ∞ > ， ( ) ( ) ( ) ( )inf log , sup log
z r z r

m r g z M r g z
= =

=  = 。 

注 1：在引理 2 中，若 g(z)的级 ( ) 1gσ < ，则对每一个 ( )( ),1gα σ∈ ，存在集合 ( )2 0,E ⊂ ∞ ，使得 

( )
2log 1

g
densE

σ
α

≥ − ， 

其中 [ ) ( ) ( ){ }2 0, : cos πE r m r M r α= ∈ ∞ > 。 

引理 3[5]：假设 g(z)是 ( ) 10
2

gµ< < 的整函数，A(z)为级 ( )Aσ < ∞ 的亚纯函数，如果 A(z)有一个有限亏值 a， 

亏量 ( ), 0a Aδ δ= > ，则对任给 0ε > 存在实数序列{ }nR ，当 n → ∞ 时， nR → ∞ ，使得下面两个不等式对充分

大的 n 成立： 

( ) ( ){ } [ )ie exp , 0,2π ;g
n ng R Rµ εϕ ϕ−> ∈                              (5) 

( ) [ ) ( ) ( )i: 0, 2π : log e , 0,
4n n nm F m A R a T R A dθ δθ = ∈ − < − ≥ > 

 
                  (6) 

其中 d 是仅依赖于 ( ) ( ),A gσ µ 和δ 的常数。 
引理 4[10]：假设 g(z)是亚纯函数，级 ( )gσ β= < +∞，那么对任意给定的 0ε > ，存在一个线测度和对数测度
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均为有限的集合 ( )3 1,E ⊂ +∞ ，使得当 [ ] 3z 0,1 , +r E r= ∉  → ∞ 时 

( ) { }exp .g z rβ ε+≤                                    (7) 

引理 5[6]：假设 ( )f z 是亚纯函数。满足 ( ) ( ) ( ) 11
2

f f fλ µ σ σ< ≤ = < ，那么对任给 0ε > ，存在子集

( )1,H ⊂ +∞ 具有上对数密度 log 0densH > ，满足对 z r H= ∈ 的所有 z 有 

( ) ( )( ){ }exp 1 1 .f z o rσ ε−≥ +                                 (8) 

引理 6[6]：假设 s 为一正整数， ( ) ( )
( )

g z
f z

d z
= 为超越亚纯函数，其中 g(z)，d(z)为整函数，满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1 .g f g f d d fµ µ µ σ σ λ σ λ β µ= = ≤ = ≤ +∞  = = = <  

那么存在子集 ( )4 1,E ⊂ +∞ 具有有穷对数测度，取 z 满足 

[ ] ( ) ( )40,1 , ,z r E g z M r g= ∉   =
 

时， 

( )
( ) ( )

2 .s
s

f z
r

f z
≤                                     (9) 

引理 7[11]：假设 0 1 1, , , , 0kA A A F− ≡/ 是有限级亚纯函数，如果 ( )f z 是 

( ) ( )1
1 0  k k

kf A f A f F−
−+ + + =  

的亚纯解，并且 ( )fσ = ∞ ，则有 ( ) ( ) ( ) .f f fλ λ σ= = = ∞  
定理 1 的证明 
假设 ( )( )0f z ≡/ 为(2)的有理函数解，由于 ( ) ( )0sA Aσ σ≠ ，如果 ( )f z 为在 ( )0 0z z < ∞ 有 1n ≥ 阶极点的有理

函数或 ( )f z 为次数 deg 1f s≥ − 的多项式，那么 ( ) ( )( )0 0k s
sf A f A fσ + + + + >  ，矛盾。如果 ( )f z 为次数

deg 1f s< − 的多项式，那么 ( ) ( )( ) ( )0 0 0k s
sf A f A f Aσ σ+ + + + = >  ，矛盾。 

故 ( )( ) 0f z ≡/ 为(2)的超越亚纯解。 
下面假设 ( )( ) 0f z ≡/ 为(2)的超越亚纯解， ( )fσ σ= < ∞ ，并设 a 为 ( )sA z 的有限亏值，亏量 ( ), 0sa Aδ δ= > 。

由方程(2)得： 

( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

0 1

1

1 1 .

k s s

s s

s

s

f z f z f z
A z A z A z a a

f z f z f z

f z f z
A z A z

f z f z

+

+

−

−

≤ + + + − +

′
+ + +





            (10) 

由引理 1 存在集合 ( )1 1,E ⊂ ∞ 具有有穷对数测度，则对于满足 [ ]1 0 00, , 1z r E r r∉  = > 的所有 z 我们有 

( ) ( )
( )

( ) ( )1 1, 2, , .
j

jf z
r j k

f z
σ ε− +≤ =                        (11) 

设 ( ) ( )
( )0

g z
A z

h z
= ，其中 g ( z )是整函数，h ( z )是由 ( )0A z 的极点构成的典型乘积，且 ( ) ( )h hλ σ= ， 
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显然有 ( ) ( ) ( ) ( )0 01 A h h Aλ λ σ σ= = < 。因此 ( ) ( )0g Aσ σ= 。 

取 ( )( )0 0
1
4

A bε σ= − ，由引理 2 注 1 知，存在集合 ( )2 1,E ⊂ ∞ 满足
( )

2log 1 ,
g

densE
σ

α
≥ − 其中 

( )
[ ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( )

2

1
2 , 0, : cos π ,

2
inf log , sup log .
z r z r

g
E r m r M r

m r g z M r g z

σ
α α

= =

+
= = ∈ ∞ >

= =

 

由于存在 ( )0 1R > ，使得对所有满足 [ ]2 0\ 0,z r E R= ∈ 的 z 有 ( ) ( ){ }0 2exp gg z rσ ε−≥ 且对所有满足 0z r R= >

的 z 有 ( ) ( ){ }0exp hh z rσ ε+≤ 。因此对满足 [ ]2 0\ 0,z r E R= ∈ 的所有 z 有 

( )
( ){ }

( ){ }
( ){ }

0

0

0

2

0

exp
exp

exp

g
g

h

r
A z r

r

σ ε

σ ε

σ ε

−

−

+
≥ >                             (12) 

由于 ( ) ( ) ( ){ }0max 0, , 1jb A j s Aσ λ=  ≠ ，由引理 4，可知对上述的 0ε 存在集合 ( )3 1,E ⊂ ∞ ，其线测度和对数

测度均有限，当 [ ] 30,1z r E= ∉  且 r 充分大时，有 

( ) { } ( )0exp 0,b
jA z r j sε+≤  ≠                                (13) 

由引理 3，可知，存在序列{ }nR 满足 

( ) [ ) ( ) ( )i: 0, 2π : log e , 0
4

a
n s n n sm F m A R a T R A dθ δθ − = ∈ − < − ≥ > 

 
              (14)  

对充分大的 n 取  n nFθ ∈ ，由(10)，(11)，(13)，(14)得 

( ) ( ) { } ( )

( ) { } ( )( )

0

0

i
0 e 1 2 exp exp ,

4

2 exp 1 1

n bk
n n n n s

bk
n n

A R R k R T R A a

k R R o

θ εσ

εσ

δ+

+

  ≤ + − + − +  
  

≤ − +

              (15) 

再由(12)，(15)得 

( ){ } ( ) { } ( )( )0 0exp 2 exp 1 1g bk
n n nR k R R oσ ε εσ− +≤ − +                        (1 

由于 ( ) 0 0 g bσ ε ε− > + ，可知(16)式显然矛盾。故 ( )fσ = ∞ 。 
令 ( ) ( ) ( )g z f z zϕ= − ，那么 ( ) ( )g fσ σ= = ∞ 和 ( ) ( )g fλ λ ϕ= − 。将 f g ϕ= + 代入(2)，得到 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1
1 0 1 0

k k k k
k kg A g A g A Aϕ ϕ ϕ− −

− −+ + + = − + + +                     (17) 

注意到方程(17)可能具有有限级解，但这里可以仅讨论满足 ( ) ( ) ( )g z f z zϕ= − 为无穷级的解。所以仅需对

方程(17)的无穷级亚纯解 g 证明 ( )gλ = ∞ 成立。由方程(2)的所有非零亚纯解有无穷级及 ( )( )0zϕ ≡/ 为有限级亚

纯解，可知 

( ) ( )1
1 0 0k k

kA Aϕ ϕ ϕ−
−+ + + ≡/                               (18) 

对方程(17)由引理 5 和(18)可知， ( ) ( ) ( )g f fλ λ σ= = = ∞ 。因此 ( ) ( ) ( )f f fλ ϕ λ σ− = = = ∞ 。 
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定理 2 的证明 
假设 ( )( )0f z ≡/ 为(3)的有理函数解，由于 ( ) ( ) ( ) ( )0 ,s sA A A Fσ σ σ σ≠  ≠ ，如果 ( )f z 为在 ( )0 0 z z < ∞ 有 1n ≥

阶极点的有理函数或 ( )f z 为次数 deg 1f s≥ − 的多项式，那么 ( ) ( )( ) ( )0
k s

sf A f A f Fσ σ+ + + + ≠  ，矛盾。如

果 ( )f z 为次数 deg 1f s< − 的多项式，那么 ( ) ( )( ) ( ) ( )0 0
k s

sf A f A f A Fσ σ σ+ + + + = >  ，矛盾。故 ( )( )0f z ≡/

为(3)的超越亚纯解。 
下面假设 ( )( )0f z ≡/ 为(3)的超越亚纯解， ( )fσ σ= < +∞ 。由引理 1，存在集合 ( )1 1,E ⊂ ∞ 具有有穷对数测

度，则对于满足 [ ] 10,1z r E= ∉  的所有 z 我们有 

( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )1 0
i

i j
j

f z
r j i k

f z
σ ε− − +≤ ≤ < ≤                            (19) 

由于 ( ) ( ) ( ) ( ){ }0max , 0, , 1jb F A j s Aσ σ λ=  ≠ ，由引理 4，对任给 1 0ε > ，存在一个线测度和对数测度均有 

限的集合 ( )3 1,E ⊂ ∞ ，使得当 [ ] 30,1z r E= ∉  且 r 充分大时，有 

( ) { } ( ) ( ) { }1 1exp 0, , exp .b b
jA z r j s F z rε ε+ +≤ ≠ ≤                  (20) 

设 0z 为 f 的 n 阶极点，但 0z 不是 0 1 1, , , ,kA A A F− 的极点，在(3)中仅有一项即 ( )kf 有最高阶的极点，其阶数

为 n + k，显然矛盾。所以 f 的极点仅发生在 0 1 1, , , ,kA A A F−    的极点处。由于的 f 极点阶数是有限的，所以 

( ) 1 .f bλ ≤  由 Hadamard 分解定理([12]，定理 7.6)知， ( )f z 可表示为 ( ) ( )
( )

p z
f z

q z
= ，其中 p(z)为整数，q(z)是由

( )f z 的极点构成的典型乘积，并满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ,q q f b p fλ σ λ σ σ σ= = ≤ = =  

比较(3)各项的增长性，可知 ( ) ( ) .f p bµ µ= >  
故有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 .q q f f p p fλ σ λ µ µ σ σ σ= = < = ≤ = =                  (21) 

对于整函数 p(z)，q(z)，取 z 满足 [ ] ( ) ( )0,1 , ,z r p z M r p= ∉  = ，对任意
( ) ( )

2 2 1 0 min ,
2

p qσ σ
ε ε ε

 −  < <      
，

存在 ( )1 1R > ，当 1r R> 时有 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }2 2, exp , expp qM r p r q z rσ ε σ ε− +≥ ≤                      (22) 

取 z 满足 [ ] 3 40,1z r E E= ∉   ， ( ) ( ),p z M r p= ，由(20)，(22)得 

( )
( )

( ) ( )
( ) { }1  exp .

,
bF z F z q z

r
f z M r p

ε+= ≤                          (23) 

以下分两种情况进行讨论. 

1) ( ) ( )0
1 ;
2sA Aσ σ< <  

2) ( ) ( )0
1 .
2sA Aσ σ< <  
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对于情况 1)，当 ( ) ( )0
1
2sA Aσ σ< < 时， 

由方程(3)得 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )0 1

k s

s

F z f z f z f z
A z A z A z

f z f z f z f z
′

≤ + + + + +               (24) 

设 ( ) ( )
( )0

g z
A z

h z
= ，其中 g(z)是整函数， ( )h z 是由 ( )0A z 极点构成的典型乘积，且 ( ) ( )h hλ σ= ，显然有

( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 A h h Aλ λ σ σ= = < 。因此 ( ) ( )0 g Aσ σ= 。取 ( )( )1 0
1
4

A bε σ= − ，由引理2注1知，存在集合 [ )2 0,E ⊂ ∞

满足
( )

2 log 1
g

densE
σ

α
≥ − ，其中 

( )
[ ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( )

2

1
2 , 0, : cos π ,

2
 inf log , ( ) sup log .

z r z r

g
E r m r M r

m r g z M r g z

σ
α α

= =

+
= = ∈ ∞ >

= =

 

由于存在 ( )0 1R > ，使得对所有满足 [ ]2 0\ 0,z r E R= ∈ 的 z 有 ( ) ( ){ }1 2exp gg z rσ ε−≥ 且对所有满足 0z r R= >

的 z 有 ( ) ( ){ }1exp hh z rσ ε+≤ 。因此对满足 [ ]2 0\ 0,z r E R= ∈ 的所有 z 有 

( )
( ){ }

( ){ }
( ){ }

1

1

1

2

0

exp
exp

exp

g
g

h

r
A z r

r

σ ε

σ ε

σ ε

−

−

+
≥ >                              (25) 

由引理 4，对任意
( ) ( )0

3 3 1  0 min ,
2

sA Aσ σ
ε ε ε

  − < <      
，存在一个线测度和对数测度均为有限的集合

( )3 1,E ⊂ +∞ ，使得当 [ ] 30,1z r E= ∉  且 r 充分大时， 

( ) ( ){ }3exp sA
sA z rσ ε+≤                                    (26) 

当 [ ]( )2 1 3 4\ 0,1z r E E E E= ∈   
且 z 满足 ( ) ( ),p z M r p= 时，(19)，(20)，(23)~(26)得 

( ){ } ( ) { } ( ){ }( )31 1exp 1 1 exp exp sAg bkr r k r rσ εσ ε εσ +− +≤ + − +                        (27) 

由于 ( ) 1 1g bσ ε ε− > + 且 ( ) ( )1 3sg Aσ ε σ ε− > + ，可知(27)式矛盾。 
对于情况 2)，当 ( ) ( )0

1
2sA Aσ σ< < 时， 

由方程(3)得 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

1

1

1 1 0 .

k s

s ss s s

s

s s

F z f z f z f z
A z A z

f z f z f z f z

f z f z f z
A z A z A z

f z f z f z

+

+

−

−

≤ + + +

 ′
 + + + +
  





               (28) 

由引理 4，对任意
( ) ( )0

4 4 1 0 min ,
2

sA Aσ σ
ε ε ε

  − < <      
，存在一个线测度和对数测度均为有限的集合

( )3 1,E ⊂ +∞ ，使得当 [ ] 30,1z r E= ∉  且 r 充分大时， 
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( ) ( ){ }0 4
0 exp .AA z rσ ε+≤                                 (29) 

由已知 ( ) ( ) ( ) 11
2s s sA A Aλ µ σ< ≤ < ，由引理 5，对上述 1ε ，存在子集 ( )1,H ⊂ +∞ 具有上对数密度

 log 0densH > ，满足对 z r H= ∈ 的所有 z 有 

( ) ( )( ) ( ){ }1exp 1 1 .sA
sA z o rσ ε−≥ +                             (30) 

由引理 6，存在子集 ( )4 1,E ⊂ +∞ 具有有穷对数测度，取 z 满足 [ ] 40,1z r E= ∉  ， ( ) ( ),p z M r p= 时， 

( )
( ) ( )

2 s
s

f z
r

f z
≤                                  (31)  

当 [ ]( )1 3 4\ 0,1z r H E E E= ∈   
，且 z,满足 ( ) ( ),p z M r p= 时，由(19)，(20)，(23)，(28)-(31)得 

( ){ } { } ( ) { }
( ) { } ( ){ }

{ } ( ){ }( )

1 1 1

0 41

0 41

2

2 2

2

exp exp 1 exp

 1 exp exp

exp exp

g b bs k k

Abk s s

Abk s

r r r r k s r r

s r r r r

r k r r

σ ε ε εσ σ

σ εεσ

σ εεσ

− + +

+++

+++

≤ + + − −

+ − +

≤ +

                  (32) 

由于 ( ) ( )1 0 1 1sA A bσ ε σ ε ε− > − > + 且 ( ) ( )1 0 4sA Aσ ε σ ε− > + ，可知(32)式矛盾。综上所述， ( )fσ = +∞ 。

令 ( ) ( ) ( )g z f z zϕ= − ，那么 ( ) ( )g fσ σ= = ∞ 和 ( ) ( )g fλ λ ϕ= − 。将 f g ϕ= + 代入(3)，得到 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1
1 0 1 0

k k k k
k kg A g A g F A Aϕ ϕ ϕ− −

− −+ + + = − + + +                    (33) 

注意到方程(33)可能具有有限级解，但这里可以仅讨论满足 ( ) ( ) ( )g z f z zϕ= − 为无穷级的解。所以仅需对

方程(33)的无穷级亚纯解 g 证明 ( )gλ = ∞ 成立。 
由方程(3)的所有非零亚纯解有无穷级及 ( )( )0zϕ ≡/ 为有限级亚纯解，可知 

( ) ( )1
1 0   0.k k

kF A Aϕ ϕ ϕ−
−− + + ≡/+                                (34) 

对方程(33)由引理 5 和(34)可知， ( ) ( ) ( )g f fλ λ σ= = = ∞ 。 
因此 ( ) ( ) ( )f f fλ ϕ λ σ− = = = ∞ 。 
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