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Abstract: In present paper, we derived two new inequalities from a classical triangle fractional inequality “if 

π0
2

α β< < < , then sin tan
sin tan

β β β
α α α
< < ”, by use of the fundamental inequality and mathematical analysis 

techniques. 
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摘  要：本文通过对经典三角分式不等式“若
π0
2

α β< < < ，则有
sin tan
sin tan

β β β
α α α
< < ”的代数推广，得

到了两组较新的不等式，在证明的过程中充分用到了基本不等式和数学分析的技巧。 
 

关键词：分式不等式；三角不等式 

1. 引言 

文[1-3]给出了一个三角不等式，若
π0
2

α β< < < ，则有 

sin tan
sin tan

β β β
α α α
< <                                       (1) 

的几种证明，并对它进行了适当的派生。本文试图从(1)的另一个角度得到两个衍生不等式，当作不等式(1)的“姊

妹”不等式。 
命题 1：若

π0
2

α β< < < ，则有 
2

2

sin tan
sin tan

β β β
α α α
⋅ >                                       (2) 
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sin tan 2
sin tan

β β β
α α α
+ >                                       (3) 

说明：上面的不等式(3)可由不等式(2)直接得到，这里只要注意到 

sin tan sin tan 22
sin tan sin tan

β β β β β
α α α α α
+ ≥ ⋅ > 即可。 

下面主要证明不等式(2)。 
不等式(2)的证明： 

构造函数 ( )
2

2

sin π0
2cos

xg x x
x x

 = < < 
 

，下面证明 ( )g x 为增函数。 

事实上由 ( ) 2

sintan xg x x
x

= ⋅ ，则 

( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2 2 2 3

2 2
3 2 3 2

222
2

3 2 3 2

1 sin sin sin sin cos 2sin sin
cos coscos cos

sin sincos 2sin cos sin sin cos 2sin cos
cos cos

sin 1 cossin 1 cos 2cos 0,
cos cos

x x x x x x xg x
x xx x x x x x x

x xx x x x x x x x x x
x x x x

x xx x x
x x x x

′   ′ = ⋅ + ⋅ = + − ⋅   
   

= + − > + −

−
= + − = ≥

 

上面第一个不等式用到 

Jordan 不等式
πsin 0
2

x x x > < < 
 

，从而证得 ( )y g x= 为增函数。 

于是由命题的条件
π0
2

α β< < < 有 ( ) ( )g gα β< 整理得命题 1。 

自然地，我们有下面的命题 2 是成立。 

命题 2：对于
π0
2

α β< < < ，对
20,
3

a  ∈  
，都有 

1sin tan
sin tan

a aβ β β
α α α

−
   ⋅ >   
   

                                    (4) 

( )sin tan1
sin tan

a aβ β β
α α α

⋅ + − >                                     (5) 

说明：若令
1
2

a = ，则上面的不等式就成为命题 1 的不等式，从而可看作命题 1 的推广。 

对于
2 ,1
3

a  ∈ 
 

时，则上面的不等式一般不成立。 

证明：构造函数 ( ) 1

sin π0
2cos a

xx x
x x

ϕ −
 = < < 
 

，则易得 

( )
( )

( )( )2 2
21

cos cos sin cos 1 sin
cos

a

a

xx x x x x a x x
x x

ϕ
−

−
′ = − + − ，不妨令 

( ) 0xϕ′ ≥ 恒成立，则有 ( )
2

2

sin cos cos1
sin

x x x xa x
x x

φ−
− ≥ = 恒成立， 
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这里说明 ( )xφ 是
π0,
2

x  ∈ 
 

上的减函数，从而 ( )
0

1 lim
x

a xφ
→

− ≥ ，两次运用洛必达法则易得 ( )
0

1lim
3x

xφ
→

= ，从而

11
3

a− ≥ 即
20
3

a< ≤ 。从而 ( ) π0
2

y x xϕ  = < < 
 

当
20,
3

a  ∈  
时为增函数。因此 ( ) ( )ϕ β ϕ α> 整理即得不等式(4)。

不等式(5)可由加权平均值不等式 
“若 ( ), 0, 0,1x y a> ∈ ，则 ( ) 11 a aax a y x y −+ − ≥ ”结合不等式(4)直接得到。 
下面证明 ( )xφ 是减函数。 
这里需要用到两个引理。 

引理 1：当
π0
2

x< < 时，有 2 3tan sinx x x>  

证明：构造函数 ( )
1
3sin cosf x x x x

−
= ⋅ − ，则 ( )0 0f =  

由 ( )
2 4

23 31cos sin cos 1
3

f x x x x
−

′ = + − ，又 ( )
7

3 34 sin cos 0
9

f x x x
−

′′ = > ，从而 ( )f x′ 在
π0,
2

x  ∈ 
 

上是增函数，

故 ( ) ( )0 0f x f′ ′> = ，从而 ( )f x 在
π0,
2

x  ∈ 
 

上是增函数，所以 ( ) ( )0 0f x f> = 即
1
3sin cos 0x x x

−
⋅ − > 整理即得

引理 1。 

引理 2：当
π0
2

x< < 时，有
2

2

tan sin 2x x
x x

+ >  

证明：由 

2 2 2

2 2 2

3 2

tan sin tan sin tan sin tan 2sin1 1 2 1 1 1

tan sin sin 3 tan sin 31 1 1 2

x x x x x x x x
x x x x xx x x

x x x x x x
x x x

+ = + + − ≥ + × − = + −

+ + ⋅
= − ≥ − > − =

 

其中上面倒数第二个不等式用到引理 1。 

( ) π0
2

y x xφ  = < < 
 

单调性的证明： 

由 ( ) 21 cot cotx x x
x

φ = ⋅ − ， 

则 ( )
2

2 2 2 3 2

1 1 1 1 cos sin tancot 2cot 2 0
sin sin sin

x x xx x x
x xx x x x x

φ
  ′ = − − − − = − − <  

   
， 

最后一个不等式用到引理 2。 
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