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Abstract 
In this paper, we investigate the [ ]p q, -order of solution of second-order linear differential equa-

tion ( ) ( ) ( )′′ ′f A z f A z f F z1 0+ + = , where ( )A z0 , ( )A z1  and ( )F z  are analytic functions in the 
unit disc. We obtain several theorems about the growth and oscillation of solutions of differential 
equations. 
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摘  要 

主要研究单位圆内二阶线性微分方程 ( ) ( ) ( )′′ ′f A z f A z f F z1 0+ + = 解的 [ ]p q, 级，其中 ( )A z0 ， ( )A z1 和
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( )F z 是单位圆内解析函数。我们将得到一些微分方程解的复振荡结论。 
 

关键词 

微分方程， [ ]p q, 级，单位圆 

 
 

1. 引言 

假定读者熟悉亚纯函数的 Nevanlinna 理论在复平面和单位圆 { }: 1z z∆ = < (见文[1]-[5])中的应用，并

用 ( )fρ 表示单位圆上函数 ( )f z 的增长级。最近，很多学者用 Nevanlinna 理论研究了单位圆内线性微分

方程解的增长性，并且得到了很多结论(见文[6]-[12])。在文献[13] [14]中，Juneja，Kapoor 和 Bajpai 研究

了整函数 [ ],p q 级的性质并且得到了相关的结论，应用 [ ],p q 级概念来研究微分方程解的性质见参考文献

[15] [16]等。 
我们给出一些关于单位圆内解析函数和亚纯函数的迭代级和 [ ],p q 级的相关定义。对于 [ )0,1r∈ ，定

义 1exp err = 和 ( )1exp exp expp pr r+ = ， p N∈ 。同理，定义 1log logr r= 和 ( )1log log logp pr r+ = ， p N∈ 。

进一步，我们记 0exp r r= ， 0log r r= ， 1 1exp logr r− = ， 1 1log expr r− = 。 
定义 A[8]：定义单位圆 ∆内亚纯函数 f 的迭代 p级为 

( ) ( ) ( )
1

log ,
lim     1

1log
1

p
p

r

T r f
f p

r

ρ
−

+

→
= ≥

−

, 

其中 ( ),T r f 为 f 的特征函数。 
对于单位圆内 ∆内解析函数 f ，我们也定义为 

( ) ( ) ( )1
,

1

log ,
lim     1

1log
1

p
M p

r

M r f
f p

r

ρ
−

+
+

→
= ≥

−

, 

其中 ( ) ( ), max
z r

M r f f z
=

= 。 
注 1.1：根据 M. Tsuji 文献[5]，如果 f 是单位圆内 ∆内解析函数，则 

( ) ( ) ( )1 ,1 1 1Mf f fρ ρ ρ≤ ≤ + . 

根据文献[3]命题 2.2.2，我们有 

( ) ( ) ( ),     2M p pf f pρ ρ= ≥ . 

定义 B[9] [17]：定义单位圆 ∆内亚纯函数 f 的迭代 p级零点收敛指数为 

( )
1

1log ,
lim

1log
1

p

p
r

N r
f

f

r

λ
−

+

→

 
 
 =

−

, 

其中
1,N r
f

 
 
 

是亚纯函数 f 在{ }:z C z r∈ < 的零点个数。类似的，定义 f 不同迭代 p级零点收敛指数为 

( )
1

1log ,
lim

1log
1

p

r

N r
f

fp
r

λ
−

+

→

 
 
 =

−

, 
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其中
1,N r
f

 
 
 

是亚纯函数 f 在{ }:z C z r∈ < 不同零点个数。 

定义 C[16]：假设 1p q≥ ≥ 是整数， f 是单位圆 ∆内亚纯函数，定义 f 的 [ ],p q 级为 

[ ] ( ) ( )
,

1

log ,
lim

1log
1

p
p q

r
q

T r f
f

r

ρ
−

+

→
=

−

. 

对于单位圆 ∆内解析函数 f ，我们也定义 

[ ] ( ) ( )1
, ,

1

log ,
lim

1log
1

p
M p q

r
q

M r f
f

r

ρ
−

+
+

→
=

−

. 

注 1.2[16]：对于任意的 1p q≥ ≥ ，我们有 [ ] ( ),0 p q fρ≤ ≤ ∞ [ ] ( )( ), ,0 M p q fρ≤ ≤ ∞ 。根据定义 C，我们

有 [ ] ( ) ( )1,1 f fρ ρ= [ ] ( ) ( )( ), 1,1 MM f fρ ρ= 和 [ ] ( ) ( )22,1 f fρ ρ= [ ] ( ) ( )( ),2, 2,1 MM f fρ ρ= 。 

关于 [ ] ( ),p q fρ 和 [ ] ( ), ,M p q fρ 之间的关系，我们有以下结论： 
命题 1.1[16]：假设 1p q≥ ≥ 是整数， f 是单位圆 ∆内具有 [ ],p q 级的解析函数 
(1) 如果 p q= ，则 

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ), , , , 1p q M p q p qf f fρ ρ ρ≤ ≤ + . 

(2) 如果 p q> ，则 

[ ] ( ) [ ] ( ), , ,p q M p qf fρ ρ= . 

定义 D[16]：假设 1p q≥ ≥ 是整数， f 是单位圆 ∆内亚纯函数，定义 f 的 [ ],p q 级零点收敛指数为 

[ ] ( ),
1

1log ,
lim

1log
1

p

p q
r

q

N r
f

f

r

λ
−

+

→

 
 
 =

−

. 

类似的，定义 f 的 [ ],p q 级不同零点收敛指数为 

[ ] ( ),
1

1log ,
lim

1log
1

p

p q
r

q

N r
f

f

r

λ
−

+

→

 
 
 =

−

. 

关于二阶微分方程 

( ) ( ) ( )1 0f A z f A z f F z′′ ′+ + =                            (1.1) 

B. Belaïdi 和 Latreuch 在文献[18] [19]中研究了方程解的微分多项式的增长性和迭代级，为了陈述他

们的结果，我们需要以下记号。 

( )0 0 2 0 0 2 0 1 2 0 1 0 0,     d d A d A A d A d A dα β ′ ′= − = − − + ,                   (1.2) 

( )2
1 1 2 1 1 2 1 2 1 1 1 2 0 0 1,     d d A d A d A d A d A d dα β ′ ′= − = − − − + + ,               (1.3) 

1 0 0 1h α β α β= − ,                                  (1.4) 
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其中 0d ， 1d ， 2d 是 ∆内解析的函数。 

( ) ( ) 1
1

1

,     1, 2,3, ,j
j j

j

D
C z C z j

D
−

−
−

′
= − =                            (1.5) 

( ) ( ) ( ) 1
1 1 1

1

,     1, 2,3, ,j
j j j j

j

D
D z C z C z D j

D
−

− − −
−

′
′= − + =                      (1.6) 

和 

( ) ( ) ( ) 1
1 1

1

,     1, 2,3, ,j
j j j

j

D
F z F z F z j

D
−

− −
−

′
′= − =                        (1.7) 

其中 ( ) ( )0 1C z A z= ， ( ) ( )0 0D z A z= 和 ( ) ( )0F z F z= 。 
定理 A[18]：假设 1A ， 0 0A ≡/ ，F 是 ∆内增长级有限的解析函数， 0d ， 1d ， 2d 也是 ∆内增长级有限

的解析函数，其中 0d ， 1d ， 2d 至少有一个不等于零，而且有 0h ≡/ ，h 的定义见(1.4)。如果 ( )f z 是方程

(1.1)的有穷级解并且满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )max  0,1 ,    0,1, 2 ,   ,j jA j d j F fρ ρ ρ ρ= = <  

则微分多项式 2 1 0fg d f d f d f′′ ′= + + 满足 

( ) ( )fg fρ ρ= . 

定理 B[19]：假设 1A ， 0 0A ≡/ ， 0F ≡/ 是 ∆内迭代 p级有限的亚纯函数，并且 ( ) 0jD z ≡/ 和 ( ) 0jF z ≡/

( )1,2,3,j =  。如果 f 是方程(1.1)在 ∆内的亚纯解满足 ( )p fρ = ∞和 ( )1p fρ ρ+ = ，则 f 满足 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )    0,1, 2,3,j j
p p pf f f jλ λ ρ= = = ∞ =   

和 
( )( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1     0,1, 2,3, .j j

p p pf f f jλ λ ρ ρ+ + += = = =   

本文将考虑二阶非齐次线性微分方程(1.1)解的 [ ],p q 级问题，其中 ( )0A z ， ( )1A z ， ( ) 0F z ≡/ 是单位

圆 { }: 1z z∆ = < 内的解析函数，我们得到以下结果。 
定理 1.1：假设 1p q≥ ≥ 是整数， ( )0A z ， ( )1A z ， ( ) 0F z ≡/ 是 ∆内解析函数。 0d ， 1d ， 2d 也是 ∆内

解析函数其中 0d ， 1d ， 2d 至少有一个不等于零，而且有 0h ≡/ ， h 的定义见(1.4)。如果 ( ) 0f z ≡/ 是方程

(1.1)的解并且满足 

[ ] ( ) ( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( ){ } [ ] ( ), , , ,max  0,1 ,    0,1, 2 ,   ,j jp q p q p q p qA j d j F fρ ρ ρ ρ= = < = ∞         (1.8) 

和 

[ ] ( )1,p q fρ ρ+ = < ∞ . 

则微分多项式 2 1 0fg d f d f d f′′ ′= + + 满足 

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ), , , , fp q p q p q p qf f f gλ λ ρ ρ= = = = ∞  

和 

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )1, 1, 1, 1, .fp q p q p q p qf f f gλ λ ρ ρ ρ+ + + += = = =  
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定理 1.2：假设 1p q≥ ≥ 是整数， ( )1A z ， ( )0 0A z ≡/ ， ( ) 0F z ≡/ 是 ∆内 [ ],p q 级有限的亚纯函数并且

( ) 0jD z ≡/ 和 ( ) 0jF z ≡/ ( )1, 2,3,j =  。 ( )jD z ， ( )jF z 的定义见(1.6)，(1.7)。如果 f 是方程(1.1)在 ∆内的

亚纯解并且满足 [ ] ( ),p q fρ = ∞， [ ] ( )1,p q fρ ρ+ = < ∞。则有 

[ ]
( )( ) [ ]

( )( ) [ ]
( )( ) ( ), , ,     0,1, 2,3,j j j

p q p q p qf f f jλ λ ρ= = = ∞ =   

和 

[ ]
( )( ) [ ]

( )( ) [ ]
( )( ) ( )1, 1, 1,     0,1, 2,3,j j j

p q p q p qf f f jλ λ ρ ρ+ + += = = =   

2. 主要引理 

引理 2.1[15]：设 1p q≥ ≥ 是整数， f 和 g 是 ∆内具有 [ ],p q 级的亚纯函数。则有 

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ){ }, , ,max ,p q p q p qf g f gρ ρ ρ+ ≤  

和 

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ){ }, , ,max ,p q p q p qfg f gρ ρ ρ≤  

如果 [ ] ( ) [ ] ( ), ,p q p qf gρ ρ> ，则有 

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ), , ,p q p q p qf g fg fρ ρ ρ+ = =  

引理 2.2[15]：设 1p q≥ ≥ 是整数， f 是 ∆内具有 [ ],p q 级的亚纯函数。则有 

[ ] ( ) [ ] ( ), ,p q p qf fρ ρ′ = . 

引理 2.3[16]：设 1p q≥ ≥ 是整数， jA  ( )0, , 1j k= − ， 0F ≡/ 是 ∆内解析函数， ( )f z 是微分方程(2.1)
的解 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 1 0

k k
kf A z f A z f A z f F−
− ′+ + + + =                     (2.1) 

满足 [ ] ( ) ( ) [ ] ( ){ } [ ] ( ), , ,max  0, , 1 ,  jp q p q p qA j k F fρ ρ ρ ρ= − < = ≤ ∞ 。则有 

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ), , ,p q p q p qf f fλ λ ρ= =  

和 

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )1, 1, 1,p q p q p qf f fλ λ ρ+ + += =  

引理 2.4[20]：设 ( ): 0,1g R→ ， ( ): 0,1h R→ 是单调递增的函数并且 ( ) ( )g r h r≤ 成立，除去一个例

外集 [ )1 0,1E ⊂ 满足 1
d

1
rE
r
< ∞

−∫ 。则存在一个常数 ( )0,1d ∈ ，如果 ( ) ( )1 1s r d r= − − ，则有 ( ) ( )( )g r h s r≤

对所有的 [ )0,1r∈ 成立。 

引理 2.5[21]：设 1p q≥ ≥ 是整数， f 是 ∆内的亚纯函数并且有 [ ] ( ),p q fρ ρ= < ∞。设 1k ≥ 是整数。

则对任意的 0ε > 有 
( )

( )1
1, exp log

1

k

p q
fm r O
f r

ρ ε−

     = +       −    
, 

成立，除去一个例外集 [ )2 0,1E ⊂ 满足 2
d

1
rE
r
< ∞

−∫ 。 
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引理 2.6：设 1p q≥ ≥ 是整数， jA  ( )0, , 1j k= − ， 0F ≡/ 是 ∆内 [ ],p q 级有限的亚纯函数， ( )f z 是

微分方程(2.1)亚纯解，满足 [ ] ( ),p q fρ = ∞， [ ] ( )1,p q fρ ρ+ = < ∞，则有 

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ), , ,p q p q p qf f fλ λ ρ= = = ∞  

和 

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )1, 1, 1,p q p q p qf f fλ λ ρ ρ+ + += = = . 

证明：根据方程(2.1)得 
( ) ( )1

1 0
1 1 k k

k
f fA A

f F f f

−

−

 
= + + +  

 
                            (2.2) 

容易看出如果 0z 是 f 的 ( )kβ β > 阶零点，假设 0 1 1, , , kA A A − 在 0z 解析，则 0z 是 F 的 kβ − 阶零点。

因此有 

( )
1

0

1 1 1, , , ,
k

j
j

n r kn r n r n r A
f f F

−

=

     ≤ + +     
    

∑ ，                  (2.3) 

( )
1

0

1 1 1, , , ,
k

j
j

N r kN r N r N r A
f f F

−

=

     ≤ + +     
    

∑ .                  (2.4) 

根据引理 2.5 和(2.2)得 

( ) ( )
1

0

1 1 1, , , exp log
1

k

j p q
j

m r m r m r A O
f F r

ρ ε
−

=

       ≤ + + +       −       
∑            (2.5) 

除去一个例外集 [ )2 0,1E ⊂ 满足 2
d

1
rE
r
< ∞

−∫ 。根据(2.4)，(2.5)则有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0

1 1 1, , 1 , , , exp log
1

k

j p q
j

T r f T r O kN r T r A T r F O
f f r

ρ ε
−

=

       = + ≤ + + + +       −       
∑        (2.6) 

对 2r E∉ 成立。 

设 [ ] ( ) ( ) [ ] ( ){ }, ,max , 0,1,2, , 1 ,jp q p qA j k Fµ ρ ρ= = − ，则当 1r −→ 时，有 

( ) ( ) ( ) ( )
1

0

1, , 1 exp log
1

k

j p q
j

T r A T r F k
r

µ ε
−

=

  + ≤ + +  −  
∑ .             (2.7) 

根据(2.6)，(2.7)我们有，当 1r −→ 时， 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1, , 1 exp log exp log
1 1

1 1            , exp log ,
1

p q p q

p q

T r f kN r k O
f r r

kN r O
f r

µ ε ρ ε

η

         ≤ + + + + +         − −         
     = +      −     

       (2.8) 

其中 { }max ,ρ µ η< < ∞，对 2r E∉ 成立。 
因为 [ ] ( ),p q fρ = ∞， [ ] ( )1,p q fρ ρ+ = < ∞，根据引理 2.4 和(2.8)我们有 

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ), , ,p q p q p qf f fλ λ ρ= = = ∞  

和 

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )1, 1, 1,p q p q p qf f fλ λ ρ ρ+ + += = =  
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3. 定理的证明 

3.1. 定理 1.1 的证明 

假设 f 是方程(1.1)的解满足 

[ ] ( ) ( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( ){ } [ ] ( ), , , ,max  0,1 ,    0,1, 2 ,   .j jp q p q p q p qA j d j F fρ ρ ρ ρ= = < = ∞  

将 1 0f F A f A f′′ ′= − − 代入 fg ，得到 

( ) ( )2 1 2 1 0 2 0fg d F d d A f d d A f′− = − + − .                    (3.1) 

微分(3.1)，再用 1 0f F A f A f′′ ′= − − 代替 f ′′得 

( ) ( ) ( )

( )

2
2 1 2 1 2 1 2 1 1 1 2 0 0 1

2 0 1 2 0 1 0 0 .

fg d F d d A F d A d A d A d A d d f

d A A d A d A d f

 ′ ′′ ′ ′− − − = − − − + +  
 ′ ′+ − − +  

          (3.2) 

利用(1.2)，(1.3)，(3.1)，(3.2)可改写为 

1 0 2ff f g d Fα α′ + = − ,                             (3.3) 

( ) ( )1 0 2 1 2 1ff f g d F d d A Fβ β ′′ ′+ = − − − .                        (3.4) 

令 

( ) ( )

( ) ( )( )
1 0 0 1 1 2 1 2 0 1 2 0 1 0 0

2
0 2 0 2 1 2 1 1 1 2 0 0 1                            .

h d d A d A A d A d A d

d d A d A d A d A d A d d

α β α β  ′ ′= − = − − − + 
 

′ ′− − − − − + +
           (3.5) 

因为 0h ≡/ ，由(3.3)~(3.5)，可得 

( )( ) ( )1 2 1 1 2f fg d F F g d F
f

h

α α β′′ − − − −
= .                       (3.6) 

由(1.8)，(3.1)，引理 2.1 和引理 2.2 我们有 [ ] ( ) [ ] ( ), ,fp q p qg fρ ρ≤ 。如果 

[ ] ( ) [ ] ( ), ,fp q p qg fρ ρ< , 

根据(1.3)，(1.8)，(3.5)，(3.6)，引理 1.1，引理 1.2，得到 

[ ] ( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( ){ } [ ] ( ), , , , ,max  0,1 ,    0,1, 2 ,   ,j j fp q p q p q p q p qf A j d j g fρ ρ ρ ρ ρ≤ = = <  

这是一个矛盾。因此 [ ] ( ) [ ] ( ), ,fp q p qg fρ ρ= 。 

现在证明 [ ] ( ) [ ] ( ), 1, fp q p qf gρ ρ += 。据(3.1)，引理 2.1，引理 2.2，有 

[ ] ( ) [ ] ( ), 1,fp q p qg fρ ρ +≤ , 

又因为 [ ] ( )1, 0jp q dρ + = ( )0,1,2j = ， [ ] ( )1, 0jp q Aρ + = ( )0,1,j = ， [ ] ( )1, 0p q Fρ + = ，根据(1.3)，(3.5)，(3.6)，

引理 1.1，引理 1.2，得到 

[ ] ( ) [ ] ( ), 1, fp q p qf gρ ρ +≤ , 

所以 [ ] ( ) [ ] ( )1, 1,fp q p qg fρ ρ+ +≤ 。 
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再由引理 2.3 有 

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ), , , , fp q p q p q p qf f f gλ λ ρ ρ= = = = ∞  

和 

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )1, 1, 1, 1, .fp q p q p q p qf f f gλ λ ρ ρ ρ+ + + += = = =  

综上所述定理 1.1 证明完毕。 

3.2. 定理 1.2 的证明 

因为 0 0A ≡/ ， ( ) 0F z ≡/ 是 [ ],p q 级有限的亚纯函数，应用引理 2.6 可得 

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ), , ,p q p q p qf f fλ λ ρ= =  

和 

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )1, 1, 1, .p q p q p qf f fλ λ ρ ρ+ + += = =  

方程(1.1)两边除以 0A 得， 

1

0 0 0

1 A Ff f f
A A A

′′ ′+ + =                                 (3.7) 

方程(3.7)两边微分得 

( )3 1 1

0 0 0 0 0

1 1 1 .
A A Ff f f

A A A A A

   ′ ′ ′        ′′ ′+ + + + =                

                    (3.8) 

方程(3.8)两边乘以 0A 得 
( )3

1 1 1f C f D f F′′ ′+ + = ,                                 (3.9) 

其中 

0 0
1 1 1 1 1 0

0 0

,     
A A

C A D A A A
A A
′ ′

′= − = − +  

和 

0
1

0

A
F F F

A
′

′= − . 

因为 1C ， 1 0D ≡/ ，和 1 0F ≡/ 是单位圆内 [ ],p q 级有限的亚纯函数，对(3.9)式利用引理 2.6 得 

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ), , ,p q p q p qf f fλ λ ρ′ ′ ′= = = ∞  

和 

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )1, 1, 1, .p q p q p qf f fλ λ ρ ρ+ + +
′ ′ ′= = =  

现将方程(3.9)两边除以 1D 得 

( )3 1 1

1 1 1

1 C Ff f f
D D D

′′ ′+ + = .                              (3.10) 

方程(3.10)两边微分再乘以 1D 得 
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( )3
2 2 2f C f D f F′′ ′+ + = ,                                (3.11) 

由于 2C ， 2 0D ≡/ ， 2 0F ≡/ 是单位圆内 [ ],p q 级有限的亚纯函数，定义见(1.5)~(1.7)。方程(3.11)结合引

理 2.6 得 

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ), , ,p q p q p qf f fλ λ ρ′′ ′′ ′′= = = ∞  

和 

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )1, 1, 1, .p q p q p qf f fλ λ ρ ρ+ + +
′′ ′′ ′′= = =  

假设 

[ ]
( )( ) [ ]

( )( ) [ ]
( )( ), , ,

k k k
p q p q p qf f fλ λ ρ= = = ∞                    (3.12) 

[ ]
( )( ) [ ]

( )( ) [ ]
( )( )1, 1, 1, .k k k

p q p q p qf f fλ λ ρ ρ+ + += = =                    (3.13) 

对于所有的 0,1,2, , 1k j= − 成立，现在证明(3.12)~(3.13)对 k j= 也成立。同前面的证明我们有 
( ) ( ) ( )2 1

1
j j j

j j jf C f D f F+ +
++ + = , 

其中 jC ， 0jD ≡/ ， 0jF ≡/ 是单位圆内 [ ],p q 级有限的亚纯函数，定义见(1.5)~(1.7)。利用引理 2.6 得 

[ ]
( )( ) [ ]

( )( ) [ ]
( )( ), , ,

j j j
p q p q p qf f fλ λ ρ= = = ∞  

和 

[ ]
( )( ) [ ]

( )( ) [ ]
( )( )1, 1, 1, .j j j

p q p q p qf f fλ λ ρ ρ+ + += = =  

综上所述定理 1.2 证明完毕。 
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