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Abstract 
We study a sort of nonlinear reaction diffusion equation based on the Korteweg-de Vries (KdV) 
equation with a convolution term which introduces a time delay in the nonlinearity and with a 
higher order singularly perturbing term as the Kuramoto-Sivashinsky (KS) equation, called 
KdV-KS equation. We focus on the question of the existence of solitary wave solutions. By using 
geometric singular perturbation analysis and the linear chain trick, we prove that the solitary 
wave solutions persist when the average delay is suitably small. The explicit expression of original 
KdV solitary is not required. 
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摘  要 

我们研究一类基于KdV方程的非线性反应扩散方程，其非线性项具有分布时滞，高阶项是奇异扰动项，
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即著名的KS条件，我们称之为KdV-KS方程。我们主要研究孤立波的存在性，通过运用几何奇异摄动和

线性链的技巧，证明了当平均时滞适当小时孤立波解的保持性，这里我们不需要原始KdV方程孤立波解

的显式表达式。 
 
关键词 

几何奇异摄动，KdV方程，孤立波，分布时滞 

 
 

1. 引言 

Korteweg de Vries 方程(简称 KdV 方程) 

0t x xxxU UU U+ + =                                  (1) 

是研究浅水波运动的一个一维数学模型，它是1895年由荷兰数学家Diederik Korteweg和Gustav de Vries [1]
共同发现的。KdV方程的研究一直是一个非常丰富，有趣和活跃的数学领域。特别值得提出的是，它是

一个能写出精确解的非线性偏微分方程。KdV方程可以用逆散射变换求解，也可以用Darboux变换，Lie
群方法等求解[2] [3]。近年来，很多学者关心扰动KdV方程，特别是高阶项是奇异扰动的KS方程。即

KdV-KS方程。 

( ) 0t x xxx xx xxxxU UU U U Uτ+ + + + =                           (2) 

Ercolani [4]研究了其周期解，T. Ogawa [5]研究了其同宿轨和孤立波，范兴华等[6]分析了具有更复杂

非线性项的mKdV-KS方程，用的主要方法是几何奇异摄动理论[7] [8]。这种方法也用来分析其他的反映

扩散方程[9] [10]。和上面提到的传统方法相比，这种方法不需要原始KdV方程的显式解的表达式。几何

奇异摄动方法对给出扰动解的第一个图形起着非常特殊的作用，它发展了一种非常具有洞察力的思想，

它可以在相对简单的极限形式附近构造非常复杂的动力学行为。一些著名的现象比如松弛振子，鸭解等

都能通过几何奇异摄动方法来得到。 
显然，具有时滞的扩散方程更加具有实际意义。[11] [12]分析了具有不同时滞的扩散方程的行波

解。那么时滞 KdV-KS 方程是否具有孤立波解呢？这篇文章的目的就是建立具有分布时滞的 KdV-KS
方程 

( ) ( ) 0t x xxx xx xxxxU g U U U U Uτ+ ∗ + + + =                         (3) 

的孤立波解的存在性。方程中τ 是时滞， xxxU 表示色散效应， xxU 表示向后扩散，τ 很小时也表示一个扰

动。卷积 g U∗ 定义为 

( ) ( ) ( ), d
t

g U g t s U x s s
−∞

∗ = −∫  

其中核函数 [ ) [ ): 0, 0,g ∞ → ∞ 满足 ( ) 0g t ≥ ， 0t∀ ≥ ； ( )
0

d 1g t t
∞

=∫ ， ( ) ( )( )1 0, ,tg t L R∈ ∞ 。分布时滞的

核函数 ( )g t 的平均时滞定义为 ( )
0

dtg t tτ
∞

= ∫ 。这里，我们考虑τ 比较小的情况。 

(3)的孤立波是一种特殊的行波解 ( ) ( ) ( ),U x t x ctφ ξ φ= = − ，其中 0c > 是速度，且 ( )φ ξ 满足下面的

泛函微分方程： 

( ) ( ) 0c gφ φ φ φ τ φ φ′ ′ ′′′ ′′ ′′′′− + ∗ + + + =                             (4) 

( ) ( ) ( )
0

dg g s cs sφ φ ξ
∞

∗ = +∫ .                               (5) 
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这里  ′表示对ξ求导，且 ( ) 0φ ±∞ = 。 
选取不同的核函数，我们可以从(3)推导出不同类型的方程。常见的核函数形式有 

( ) ( ) ( ) ( ) 2

1 1,    e ,    et tg t t g t g tτ τδ τ
τ τ

− −= − = =                         (6) 

其中参数 0τ > 表示时滞。第一种核起源于具有离散时滞的模型，其中δ 表示狄拉克δ 函数。另外两种分 

别称为弱和强时滞核。弱时滞 ( ) 1 e tg t τ

τ
−= 反应了过去的重要性呈指数递减。强时滞 ( ) 2

1 e tg t τ

τ
−= 可认

为是离散时滞的光滑版本。它暗示着过去的某个特定的时刻，即τ 个单元之前，比其他时间更加重要，

因为核函数在 t τ= 处取得唯一的最大值。这里，我们将考虑分布时滞核为弱核的情况。 
我们的主要思想是当平均时滞τ 很小时，利用几何奇异摄动理论，将泛函微分方程(4)的存在性问题

转化为二维不变流形中同宿轨的存在性问题。 

2. 预备知识 

首先，我们给出证明孤立波存在性中需要用到的几何奇异摄动理论，它由 Fenichel [7]给出，为了方

便起见，我们运用 Jones [8]的定理版本。 
引理 1：(几何奇异摄动理论)考虑系统： 

( ) ( )
( ) ( )

, ,
, ,

x t f x y
y t g x y
′ =
′ =


 

                                    (7) 

其中 nx R∈ ， ly R∈ ， 是一个实参数， f ， g 是定义在V I× 上的C∞ 函数， n lV R +∈ ， I 是包含0的一

个开区间。如果当 0= 时，系统包含一个紧的正规双曲的奇点流形 0M ，它包含在集合 ( ), ,0 0f x y = 中，

且图形由C∞ 函数 ( )0h y 给出，其中 y K∈ ， K 是 lR 中的一个紧区域，即 ( ) ( ){ }0
0 , :M x y x h y= = ，那么对

任意的 0 r< < +∞，当 0> 且充分小时，存在一个流形M ： 
(I) 位于 0M 的 ( )O  邻域内，且同胚于 0M ；并且，它在(7)的流下是局部不变的且对 ,  ,  x y 是 rC 的。 
(II) 对某个 rC 函数 ( )h y ， y K∈ ， ( ) ( ){ }, :M x y x h y= = 

 。 
(III) 存在局部不变稳定和不稳定流形 ( )sW M  和 ( )uW M  它们与 ( )0

sW M 和 ( )0
uW M 同胚且位于

其 ( )O  邻域中；并且，它在(7)的流下是局部不变的且对 ,  ,  x y 是 rC 的。 
其次，我们给出非时滞情况下的对应结果。取 ( ) ( ) ,  0g t tδ τ= = ，得非时滞方程： 

0cφ φφ φ′ ′ ′′′− + + = ,                                   (8) 

其中，  ′表示对ξ求导，利用在 −∞的边界条件，将方程(8)积分一次可化为： 
2

0
2

c φφ φ′′− + + = . 

进一步做变换 ,  u c
c
φ σ ξ= = ，方程可变为： 

2

0
2

uu u′′− + + = ,                                    (9) 

这里  ′表示对σ 求导，它的等价形式为： 

2

.
2

u v
uv u

=



= −





                                     (10) 

引理 2：在 ( ),u v 的相平面中，方程(10)在 0u > 的区域有一条趋于(0,0)的同宿轨。 
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证明：方程(10)有两个奇点(0,0)，(2,0)。原点是鞍点，(2,0)是中心。很容易验证方程(10)是一个哈密 

顿系统，哈密顿函数为： ( )
2 2 6

,
2 2 3
v u uH u v = − + 。考虑在区域 0u > 上的水平曲线 H C= ，当 0C = 时，它

包含趋于(0,0)的同宿轨，即 , 1
3
uu u

 
± −  

 
， 0 3u< ≤ ，这正是 KdV 方程的一个孤立波，因此方程(10)存

在一条同宿到(0,0)的同宿轨。 

3. 孤立波的存在性 

这一节，我们将主要考虑时滞方程(3)的孤立波的存在性。运用行波形式，这个方程可以写为(4)~(5)。
为了方便起见，我们分析下面的方程 

( ) 0u g u u u u cu
c
τ τ′ ′ ′′′ ′′ ′′′′− + ∗ + + + = .                        (11) 

( )( ) ( )
0

dg u g s u cs s
c
σσ

∞  
∗ = + 

 
∫ .                          (12) 

其中 ,  u c
c
φ σ ξ= = 。如果我们能找到方程(11)的一个孤立波 ( ), , ,u cτ σ ，那么对应的 ( ), , ,cφ τ ξ 就是

方程(4)的孤立波，也即原方程(3)的孤立波解。 

下面，我们寻找正向孤立波，取 ( ) 0u ±∞ = 。特别地，我们考虑核函数是弱时滞 ( ) 1 e tg t τ

τ
−= 的情

况，强时滞的情况非常相似，但是要复杂一点，这里我们略去。主要结果如下： 
定理1 对任意充分小的 0τ > ，存在一个速度 c ，使得系统(11)有一个孤立波解。 
证明：首先，我们把方程化为没有时滞的系统，定义 

( ) ( )( )
0

1 e dsg u u cs s
c

τ σω σ σ
τ

∞ −  
= ∗ = + 

 
∫ , 

关于σ 微分，我们得到 

( )3
2

d 1 .
d

u
c

ω ω
σ
= −  

运用在 −∞处的边界条件，将方程(11)积分一次可化为： 

0c u u u u F
c
ττ ′′′ ′′ ′+ + − + = .                              (13) 

其中 

( ) dF u s
σ

σ ω
−∞

′= ∫                                   (14) 

进一步，设 ,  u v v z′ ′= = 。则方程(13)~(14)可写为 

3
2

,
,

,

.

u v
v z

c z u v z F
c

c u

ττ

τω ω

′ =
 ′ =

 ′ = − − −


 ′ = −

                                  (15) 
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从(15)~(14)，我们得到 ( ) 0F −∞ = 且 

3
2

d d ,
d d
d d ,
d d
d d ,
d d

d d ,
d d

F F u
u u u
F F u v
v v v z
F F u c v
z z z u v z F

c
F F u vc

u

σ ω ω
σ

σ ω ω
σ

σ ω τ ω
τσ

σ ω ωτ
ω σ ω ω ω

′∂
= = =

′∂
′∂

= = =
′∂
′∂

= = =
′∂ − − −

′∂
= = =

′∂ −

 

这暗示着 ( ) ( ), , , ,F F u v zσ ω τ= 。 

下面我们主要考虑系统(15)，它与(11)等价。当 0τ = 时， ( )
2

, , , ,0 d
2

uF u v z uu s
σ

ω
−∞

′= =∫ 系统(15)简化

为：
2

2
uu u′′ = − 。这正是具有孤立波解的常微分方程(9)。 

当 0τ > 时，系统(15)定义了一个常微分方程组，其解在四维相平面 ( ), , ,u v ω τ 中，此时，该系统仍有

奇点 ( )0,0,0,0 和 ( )2,0,0,2 ，且在奇点 ( )0,0,0,0 的线性化矩阵为： 

( ) 1 1
1 1 12 2

3 3
1 12 2

0 1 0 0
0 0 1 0

, , ,
0

0 0

J u v
c c c

c c

ω τ
τ τ

τ τ

− −− − −

− −− −

 
 
 
 =
 − −
 
 − 

. 

这个矩阵的特征值λ 满足： 
3 1 1

1 3 1 2 1 12 2 2 0c c c cλ τ λ τ λ λ τ
− − −− − − −  

− + + − =    
  

.                      (16) 

考虑 
1 1

3 1 2 1 12 2 0c c cλ τ λ λ τ
− −− − −+ + − = .                          (17) 

由Viete定理， 1 2 3,  ,  λ λ λ 满足： 
1

1 2
1 2 3

1
1 2

1 2 3

,

.

c

c

λ λ λ τ

λ λ λ τ

−−

−−


+ + = −


 =

 

很容易得到，(17)有一个正实根 1λ 和两个负实根或具有复实部的共轭复根 2 3,  λ λ 。显然，(16)有一个 

正的特征值
3

1 2
4 cλ τ

−−= ，因此对所有的正数 c 和τ ，奇点 ( )0,0,0,0 都有一个二维的稳定不变流形和一个 

二维的不稳定不变流形。但是我们不能很明显的看出同宿轨。 
下面，我们将用几何奇异摄动理论和中心流形定理证明，对充分小的 0τ > ，奇点 ( )0,0,0,0 有一条同

宿轨。 
做变换σ τζ= ，系统(15)化为 
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3
2

,
,

,

,

u v
v z

cz u v z F
c

c u

τ
τ

τ

ω ω

=
 =

 = − − −


 = −









                               (18) 

其中变量上的 ∙ 表示对ζ 的微分。一般来讲，系统(15)称为慢系统因为时间尺度σ 是慢变量，而系统(18)
称为快系统因为时间尺度ζ 是快变量。这两个系统当 0τ > 时是等价的。 

考虑慢系统(15)，当 0τ = 时，这个系统的流定义在集合 

( )
2

4
0 , , , : ,

2
: uM u v z R z u uω ω
 

∈ = − =


= 


 

上，它是系统(15)的一个二维不变流形。如果 0M 是正规双曲的，则对充分小的 0τ > ，引理1 保证了我们

能得到系统(15)的一个二维不变流形 Mτ 。在这个流形上研究系统(15)，维数就简化为二维，同宿轨的存

在性就能够得到。 
事实上，验证 0M 在Fenichel [7]的意义下是正规双曲的，只要验证快系统(18)的线性化矩阵限制在 0M

上正好有 0dimM 个特征根在虚轴上，其余的谱都是双曲的。快系统(18)的线性化矩阵限制在 0M 上可表示

为： 

1 1
2 2

3 3
2 2

0 1 0 0
0 0 1 0

0 0

0 0

c c

c c

− −

− −

 
 
 
 
 −
 
 − 

. 

它有四个特征值
1 3
2 20,  0,  ,  c c

− −
− ，因此， 0M 是正规双曲的。 

由几何奇异摄动理论，对充分小的 0τ > ，存在局部的二维不变流形Mτ ，在系统(15)的流下，可以写

成如下形式： 

( ) ( ) ( ){ }4: , , , : , , , , ,M u v z R z u F h u v u k u vτ ω τ ω τ= ∈ = − + = + ,              (19) 

其中函数 ,  h k 是定义在紧区域上的光滑函数，且满足： ( ), ,0 0h u v = ， ( ), ,0 0k u v = 。将(19)代入慢系统(15)，
得 ,  h k 满足： 

( ) ( )

( )
3
2

,

.

h hc v v u k v u F h v h
u v c

k kc v v u F h k
u v

ττ

τ

∂ ∂ − + + + − + = − − ∂ ∂ 

∂ ∂ + + − + = ∂ ∂ 

                  (20) 

因为τ 很小，我们试图寻找这个偏微分方程关于τ 的正则扰动级数解。又因为当 0τ = 时， ,  h k 都等

于0，所以可设 ,  h k 为 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
1 2

2
1 2

, , , , ,
, , , , ,

h u v h u v h u v
k u v k u v k u v

τ τ τ
τ τ τ

= + +
= + +





                          (21) 

将(21)代入(20)并对比τ 的同次幂的系数得： 
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( )
2

2 2 2
1 2

3 2
32

1 2

,     c 1 ,
2

,     c .
2

v uh cuv cv h v cv cu c u
c

uk c v k u

 
= − − = − − − − − 

 
 

= = − 
 

 

下面我们将研究系统(15)限制在 Mτ 上的流，并证明它有一个孤立波。限制在 Mτ 上的慢系统为 

( )
32

2 22

,

d .
2

u v

u vv u cuv cv c v s O
c

σ
τ τ

−∞

′ =


  ′ = − + − − − +   
 

∫
                   (22) 

很容易验证，当 0τ > 时，系统(22)仍然有一个奇点 ( )0,0 。为了方便起见，我们把时滞参数和波速 c
作为变量，系统(22)等价于 

( )
32

2 22

,

d ,
2

0,
0.

u v

u vv u cuv cv c v s O
c

c

σ
τ τ

τ

−∞

′ =


  ′ = − + − − − +     
 ′ =
 ′ =

∫                    (23) 

这时我们能在 ( ) 4, , ,u v c Rτ ∈ 上研究流。我们寻找当τ 很小时系统(23)的同宿轨。由(23)，奇点 ( )0,0 可

看作一个由 ,  c τ 参数化的奇点曲面 S ，即 ( ) ( ) ( )( ) ( ), , , , 0,0u v u c v cτ τ= = 。反过来，这个奇点的不稳定流

形 ( )uW Sτ 和稳定流形 ( )sW Sτ 交于 0τ = 的曲线上。即引理2 中的同宿轨。进一步，由引理1， ( )sW Sτ 和 ( )uW Sτ

一定仍交于超平面 0v = 上。在集合 0v = 上，我们分别参数化 uW 和 sW 为 ( ),u h c τ−= 和 ( ),u h c τ+= ，并

定义： 

( ) ( ) ( ), , ,d c h c h cτ τ τ− += −                               (24) 

则 d 的零点就能产生同宿轨。由引理1，当 0τ = 时存在与 c 无关的同宿轨，于是我们有 ( ),0 0d c = ，

设 ( ) ( )1, ,d c d cτ τ τ= ，则 

( ) ( )1

0

, : h hd c M c
τ

τ
τ τ

− +

=

 ∂ ∂
= = − ∂ ∂ 

.                           (25) 

下面我们给出一个引理： 
引理3 对任意充分小的 0τ > ，存在速度 ( )0c c= ，使得(25)中定义的 ( )M c 满足： 

( ) ( )0,     0M c M c′= ≠                                 (26) 

证明：我们用微分形式来量化这些信息。(23)的变分方程在 0τ = 时的微分形式为： 

3
22

d ,

d d d d d ,

d 0,
d 0.

u v

vv u u u cuv cv c v s
c

c

σ

τ

τ
−∞

′ =


  ′ = − + − − −     
 ′ =
 ′ =

∫  

对不变流形 ( )uW Sτ 和 ( )sW Sτ 的切空间 ( )Π 0± ，在 0τ = (此时 ( )0 0v = )处很容易找到切于 uW 和 sW 的

三个切向量： 
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( )

( )

1

2

2

3

,0,1,0 ,

0, ,0,0 0, ,0,0 ,
2

0,0,0,1 ,

h

uu

η
τ

η α

η

± ∂
=  ∂ 
 

= − = 
 

=

 

其中 2η 中的 u 满足 2u > ，即 0α < ，通过计算 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )sgn
1 2 3 1 2 3d d d , , 1 d d d ,hu v c u v cπ

π π π
π

η η η η η η α
τ

±∂
∧ ∧ = − =

∂∑  

其中 π 是(1,2,3)的排列。进一步， 

( )
3

22

3
22

d d d d d d d d d d d d d d d

                        d d d d d d

                        d d d d .

u v c u v c u v c u v c u v c

vu u u u cuv cv c v s c
c

vcuv cv c v s u c
c

σ

σ

τ

τ

−∞

−∞

′ ′ ′ ′ ′∧ ∧ = ∧ ∧ + ∧ ∧ + ∧ ∧ = ∧ ∧

  
= ∧ − + − − − ∧      
 

= − − − ∧ ∧  
 

∫

∫

 

类似的，运用到在 iη σ⋅ ， 1, 2,3i = 处的切空间 ( )σ±Π 上，形式 d d du v c∧ ∧ 也能够具体计算出来。因

为 

( )

( )

1

2

2

3

, ,1,0 ,

, ,0,0 ,
2

, ,0,1 ,

uv u

η σ

η σ

η σ

⋅ = ∗ ∗

 
⋅ = − 

 
⋅ = ∗ ∗

 

所以 ( )1 2 3d d d , ,u c vτ η σ η σ η σ∧ ∧ ⋅ ⋅ ⋅ = − 。于是 

( ) ( )
32

2 22d d d 1 dvu v c c u v c v v s
c

σ

−∞

′∧ ∧ = + − + ∫ . 

设 ( ) ( )( )d d dp u v cσ σ± ±= ∧ ∧ Π ，我们得到 

( )( ) ( )
32

2 221 d .vp c u v c v v s
c

σ

σ±

−∞

′ = + − + ∫  

很容易验证：当σ → ±∞时， 0p± → 。且 

( ) ( )
32

2 221 d d
svp c u v c v v s

c

σ

σ±

±∞ −∞

 
= + − +  

 
∫ ∫  . 

这就证明了 ( )0 hp α
τ

±
± ∂

=
∂

，即 

( )

( )

30 2
2 22

30 2
2 22

1 d d ,

1 d d .

s

s

h v c u v c v v s
c

h v c u v c v v s
c

α
τ

α
τ

−

−∞ −∞

+

−∞ −∞

 ∂
= + − +  ∂  

 ∂
= + − +  ∂  

∫ ∫

∫ ∫





 

因此，我们有 
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( ) ( )

( )

( )

32
2 22

3
2 2 22

3
2 22

2

1 d d

1               d 1 d d d

1               d 1 d d d

1               d

s

s

s

h h vM c c u v c v v s
c

v s c u v s c v v s
c

v s c u u u c v u
c

v s
c

α α α
τ τ

− +
+∞

−∞ −∞

+∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞ −∞

+∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞ −∞

−

 ∂ ∂
= − = + − +  ∂ ∂  

= + − +

= + − +

=

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫







( )

32
2 22

32 2
2 22

3
2 2 22

d d d
2

1               d d d
2 2

1               d d 1 d

suc u u c u v uv s

u uv s c u u u u c uv s
c

v s c u s c u v s
c

+∞+∞ +∞ +∞

∞ −∞ −∞ −∞−∞

+∞
+∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞
−∞

+∞ +∞

−∞ −∞ −∞

   + − + −   
  

     = + − − − −        

= − + −

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫



 





( )

( )

2

3 3
2 22 2

2 2

d

1               d d

1               1 d d .

v s

c u s c c u s
c

cc c u s u s
c

+∞ +∞

−∞

+∞ +∞

−∞ −∞

+∞ +∞

−∞ −∞

−

   
= − − +      
   

− = + − 
 

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

 

. 

所以， 

( ) ( ) 2 21 11 d dcM c c c u s u s
cα

+∞ +∞

−∞ −∞

 −
= + − 

 
∫ ∫   

于是，存在唯一的值 c，使得 ( ) ( )0,  0M c M c′= ≠ 。引理得证。 
由引理 3：和隐函数定理，对充分小的τ ， ( )1 , 0d c τ = 在 ( )0c 附近有唯一的根 ( )c c τ= ，因此，

( ), 0d c τ = 也有唯一的根 ( )c c τ= 。定理得证。 
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