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Abstract 
Many applications in mathematics and engineering involve numerical solutions of partial diffe-
rential equations (PDEs). The demands of large-scale computing are quickly increasing in modern 
science and technology, and parallel computing has received more and more attention. In this pa-
per, the main idea is that classical Group Explicit method (GEM) for parabolic equations, the group 
explicit method is established briefly and the stability analysis of the method is indicated simply. 
Then we focus on how to calculate the format in MPI parallel environment. Two parallel MPI algo-
rithms are established and compared with non-parallel algorithm based on GEM. They are MPI 
block communication (wait communication) and non-blocking communication (no-wait commu-
nication). These two MPI schemas both better than one single process to calculate numerical solu-
tions use group explicit method. Also, the non-blocking communication program has higher com-
putational efficiency than blocking communication program. 
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摘  要 

数值求解偏微分方程广泛应用于数学与工程领域。大规模数值计算在当今科学技术运用中得到飞速发展，
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其中可并行的有限差分格式受到越来越多的重视。在本文中，主要阐述了经典的分组显示方法求解抛物

方程，并简单扼要的分析了该格式的建立以及稳定性。随后本文着重介绍了如何在MPI并行环境下对该

格式进行数值计算，构建了两种不同的并行计算模型，即阻塞通信(等待模式)和非阻塞通信(即非等待模

式)模式。并与非并行状态下的差分格式做出比较，结果表明，相对于一个进程求解偏微分方程，两种模

式都表现出较好的效果，而且非阻塞通信相较于阻塞通信模式亦表现出较好的并行效率。 
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1. 引言 

现代科学技术的发展很大程度上依赖于物理学、化学、生物学的成就与进展，而这些学科自身的精

确化又是他们取得进展的重要保证。学科的精确化往往是通过建立数学模型来实现的，而数学模型的大

都可以归纳为偏微分方程的形式。现代科学技术对大规模科学与工程计算的需求日益增长，在科学与工

程计算领域提出了许多大规模计算和超大规模计算问题，解决这些问题需要在高性能并行计算机([1] [2])
上进行，而并行计算机系统的研制和发展推动了偏微分方程并行算法的研究与发展。 

分组显式方法(文献[3])是 Evans 等人上世纪 80 年代设计的可以并行计算的经典有限差分算法。分组

显式格式是使用不同类型的 Saul'yev 非对称格式([4])进行恰当的组合，在不同的时间层上连续交替的使

用不同的非对称格式，这样，可带来截断误差的明显改善，从而使算法的精度得以提高。基于分组显式

的思想，有限并行差分格式得到广泛的发展并应用于求解其他偏微分方程([5] [6] [7])中。 
MPI 是目前最重要的并行编程工具([8])，它具有移植性好、功能强大、效率高等多种优点，MPI 其

实是一个“库”，共有上百个函数调用接口，在 FORTRAN 和 C 语言中可以直接对这些函数进行调用。

MPI 为并行算法提供了多种通信模式，一般的阻塞通讯模式即可满足大多数并行算法，但非阻塞通讯模

式由于相对减少了通讯时间，从而使并行模式的效率得到较好的提升。将 MPI 并行技术与有限并行差分

格式结合需要构造相匹配的消息传递模型([9])，因此，构造合适的并行消息传递模型是并行数值计算偏

微分方程的重点。 

2. 有限并行差分格式 

2.1. 分组显式方法 

在区域 0 1, 0x t T≤ ≤ < < 上，考虑如下附有初始条件和边界条件的抛物方程。 
2

2 , 0 1, 0.u u x t
t x

∂ ∂
= ≤ ≤ ≥

∂ ∂
                               (1) 

( ) ( ),0u x f x=                                      (2) 

( ) ( )
( ) ( )

1

2

0,

1,

u t g x

u t g t

=


=
                                    (3) 
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将 区 域 [ ] [ )0,1 0,T× 进 行 剖 分 ， 空 间 步 长 1x m∆ = ， m 为 正 整 数 ， 时 间 步 长 为 t∆ ，

( )0,1, ,ix i x i m= ∆ = � ， ( )0,1,2,jt j t j= ∆ = � 。为简单计，将节点 ( ),i jx t 记为 ( ),i j 。构造分组显式格式

需要用到 Saul’yev 非对称格式。首先，可以得到以下很明显的关系式， 

( )
1j j j

i i iU U U
O t

t t

+∂ −
= + ∆

∂ ∆
                                (4) 

( )
2

1 2 1 2 2
2

1 j jj
i ii U UU

O x
x x xx

+ − ∂ ∂∂
= − + ∆  ∆ ∂ ∂∂  

                          (5) 

应用如下等式 

( )
21

1 2 1 21/2 , 0 1
jt tjj

i ii
UUU

t
x x x t

θ

θ
+ ∆+

− −−
∂∂∂

= − ∆ ≤ ≤
∂ ∂ ∂ ∂

 

将(4)，(5)代入方程(1)得到 

( )
211

1 2 1 2 1 2 21 jt tj jj j
i i ii i

UU UU U t O t x
t x x x x x t

θ+ ∆++
+ − −  ∂∂ ∂− ∆

= − + + ∆ + ∆  ∆ ∆ ∂ ∂ ∆ ∂ ∂ 
                (7) 

最后，应用如下显然的表达式 

( )
1 1 1

1 2 21
j j j

i i iU U U
O x

x x

+ + +
− −

∂ −
= + ∆

∂ ∆
                              (8) 

( )1 2 2+1
j j j

i i iU U U
O x

x x
+∂ −

= + ∆
∂ ∆

                               (9) 

便可以将(7)写成如下形式， 

( )
1

1 1
1 12

1j j
j j j j ji i

i i i i i
U U

U U U U R
t x

+
+ +
− +

−
= − − + +

∆ ∆
                      (10) 

其中， 

2j
i

tR O x t
x
∆ = + ∆ + ∆ ∆ 

                                (11) 

令 2r t x= ∆ ∆ ，并舍弃无穷小项 j
itR∆ ，可以得到如下网格方程， 

( ) ( )1 1
1 11 1j j j j

i i i ir u ru ru r u+ +
− ++ − = + −                            (12) 

完全类似的可以推导出公式 

( ) ( )1 1
1 11 1j j j j

i i i iru r u ru r u+ +
+ −− + + = + −                           (13) 

将方程(12)、(13)写成矩阵的形式， 
1

1
1

1 1 2

1 1 0
1 0 1

j j j
i i i
j j j

i i i

r r ru u ru
r r ru u ru

+
−

+
+ + +

     + − −   
= +        − + −        

                     (14) 

将矩阵移向右侧，(14)可以写成 
1

1
1

1 1 2

1 1 01
1 0 1

j j j
i i i
j j j

i i i

r r ru u ru
r r rAu u ru

+
−

+
+ + +

      + −    = +         + −          
                   (15) 
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其中 1 2A r= + ，因此方程(15)可以写成如下矩阵的形式， 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 21 1 1 2

1 2 2
1 1 1 2

1 1 11
1 1 1

j j j jj i i i ii
j j j j j

i i i i i

r r u r u r r u r uu
Au r u r r u r u r r u

+
− + +

+
+ − + +

 + + − + − +   = ×   + − + − + +   
                 (16) 

在靠近求解区域左边界和右边界的点可以分别使用方程(12)、(13)进行求解。 

( )( )1 1
1 0 2 1

1 1
1

j j j ju ru ru r u
r

+ += + + −
+

                            (17) 

( )( )1 1
1 2 1

1 1
1

j j j j
m m m mu ru ru r u

r
+ +
− − −= + + −

+
                          (18) 

以上即为分组显式格式的基本思想，为了适配下文中的 MPI 消息传递模型，将会选择适当的内部节

点数进行网格剖分。考虑区域 ( )0,1 上的划分间隔为偶数，既 m为偶数，则在每一时间层上，内部节点数

为 ( )1m − ，为奇数。这样，就会存在一个单独的点无法使用方程(14)求解。为了更好的处理边界节点的

值，在下文中给出了具体的方法。 

2.2. 交替分组方法 

在每一时间层，除初始条件外，所有内部节点是未知的。内部节点的最后一个点使用格式(18)，其余 

诸点，从内部节点的第一个点开始到第 ( )1m − 个内部节点使用方程(16)，共进行 ( )1 2
2

m − 次计算，将该 

格式称为右端分组显式(GER)格式。写成矩阵的形式如下， 
1
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j
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                (19) 

T 1
1 0 , 0, 0, , 0,j j

mb ru ru + =  �  

方程(19)写成矩阵的形式为 

( ) ( )1 1 2 1j jI rG u I rG u b++ = − +                              (20) 

其中 
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( ) ( )
1 1 1, 1,2, , 2 , 0,1, .
1 1 2

iG i m j
− 

= = − = − 
� �  

1 2 3 1, , , ,j j j j
j mu u u u u − =  �  

运用相似的方法，在每一时间层，内部节点的第一个节点使用方程(18)，其余内部节点使用方程(16)，
可以得到左端分组显式(GEL)格式。 

( ) ( )2 1 1 2j jI rG u I rG u b++ = − +                              (21) 

T 1
2 0 , 0, 0, ,0,j j

mb ru ru+ =  �  

在相邻的时间层上交替使用方程(20)、(21)，即可得到交替分组方法(AGE)。其矩阵形式如下， 

( ) ( )
( ) ( )

1 1 2 1

2 2 1 1 2

j j

j j

I rG u I rG u b

I rG u I rG u b
+

+ +

+ = − +


+ = − +
                            (22) 

方程(16)的稳定分析在文献[3]中已经得到充分的说明，稳定性条件为 1r ≤ 时误差的增长得到有效的

控制，同样，使用文献[10]中的 Kellogg 引理，可以得到方程(20)，(21)，(22)的稳定性条件为 1r ≤ 。 

3. MPI 并行算法 

在本文中，所有并行算法都是针对上文中给出的有限差分格式进行并行化计算。将求解区域 [ ]0,1 划

分为若干大致相等的区域，比如说，若将方程(1)进行 4 进程并行计算，就将求解区域化为 4 条带状的区

域，每个进程负责一条带状计算区域，在时间层上逐次计算，为了实现高效计算，比较适宜的做法是为

每一条进程分配大约相等的任务量，即保证在空间方向上分割的带状区域大小几乎是一致的。每个相邻

进程进行数据通信，当通信与计算完毕，继续进行下一时间层的计算。下文中，将会给出两种不同的通

讯模式，即阻塞通信与非阻塞通信，对交替分组格式进行并行计算。表 1 和表 2 分别展示了 MPI 阻塞通

信与非阻塞通信的步骤流。 
考虑划分区域内部间隔为偶数 m ，内部节点数 1m − (同上文，划分区域第一个节点标号为 0，最后一

个节点标号为 m )，内点数为奇数。不失一般性，考虑以上差分格式在 4 条进程下完成并行计算，不妨假

设已知时间层为 n 上的数据，计算时间层为 1n + 上的值时，将内部节点大约的分为 4 个部分，由于节点 
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Table 1. The steps of blocking communication mode 
表 1. 阻塞通信模式下并行详细步骤 

 进程 0 其它进程 

步骤 1 计算本进程的所负责的计算区间 同 0 进程 

步骤 2 读取本进程的计算数据 同 0 进程 

步骤 3 发送数据到其他进程或从其他进程接收数据 同 0 进程 

步骤 4 将数据带入差分格式并进行计算 同 0 进程 

步骤 5 进入下一时间层的计算，转到步骤 3 同 0 进程 

 
Table 2. The steps of non-blocking communication mode 
表 2. 非阻塞通信模式下并行详细步骤 

 进程 0 其他进程 

步骤 1 计算本进程的所负责的计算区间，并读取本进程的计算数据 同 0 进程 

步骤 2 发送数据到其他进程或从其他进程接收数据 同 0 进程 

步骤 3 非通信区域的数据计算 同 0 进程 

步骤 4 等待通信完成，计算通信区域的数据 同 0 进程 

步骤 5 进入下一时间层的计算，转到步骤 2 同 0 进程 

 
数是 1m − 为奇数，则必然有一个点无法使用方程(16)分组计算。在使用 GEL 格式计算的情况下，在 0 号

进程中，划分区域内部节点的第 1 个点由方程(17)计算，进程 0 的其他节点和其他进程的点使用方程(16)
计算。由于与 0 号进程相邻的 1 号进程之间需要进行数据通信，既计算第 1n + 层中 0 号进程的最右端的

两个点需要第 n 层中的 1 号进程的第一个点的数据，计算第 1n + 层中 1 号进程最左端两个点需要第 n 层

中 0 号进程最右端一个点的数据，其他进程如 1 号进程与 2 号进程、2 号进程与 3 号进程之间的通讯也

是如此。在下文中，以 0，1 号进程之间的通讯传递为例，给出 MPI 通信模型，GEL 通讯简图见图 1。 
在使用 GER 格式计算的情况下，与 GEL 格式类似，单独的内部节点的计算由最后一个进程执行，

既 1n + 时间层中 3 号进程的最右端内部节点由方程(18)计算，其他节点两两成组由方程(16)计算，与 GEL
格式一致，相邻进程的节点进行数据通信，GER 通讯简图见图 2。 

在使用交替分组格式计算的情况下，与 GER，GEL 格式有些不同之处，首先考虑在第 n 层上使用

GEL 格式，在第 1n + 层上使用 GER 格式，第 n 层上的通讯与计算与普通的 GEL 格式一样，在进行 1n +
层上的计算时，相邻两个进程的最后两个数据与最初的两个数据分别向后一个进程和前一个进程发送。

通讯简图如图 3。 
在 MPI 并行环境下，阻塞通信模式下用到的计算与通讯过程中的命令，如下， 
MPI_Send(void* buf,  int count,  MPI_Datatype,  int destination,  int tag,  MPI_Comm comm) 
MPI_Recv(void* buf,  int count,  MPI_Datatype,  int source,  int tag,  MPI_Comm comm, 

MPI_Status*status) 
非阻塞通信模式下的通信和计算与阻塞通信模式下的基本一致，差异之处在于各个进程之间的通讯

可能尚未结束时，就已经在进行数据的计算，这样往往可以使 CPU 在各个核心在通讯的过程中，仍然满

载运行，从而减少程序运行的时间，达到并行计算效率的提升。 
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Figure 1. Communication mode of GEL 
图 1. GEL 格式通讯简图 

 

 
Figure 2. Communication mode of GER 
图 2. GER 格式通讯简图 

 

 
Figure 3. Communication mode of AGE 
图 3. AGE 格式通讯简图 

 
在 MPI 并行环境下，非阻塞通信模式下用到的计算与通讯过程中的命令，如下 
MPI_Isend(void* buf,  int count,  MPI_Datatype,  int destination,  int tag,  MPI_Comm comm, 

MPI_Request*request) 
MPI_Irecv(void* buf,  int count,  MPI_Datatype,  int source,  int tag,  MPI_Comm comm, 

MPI_Request*request) 
MPI_Waitall(int count,  MPI_Request*request,  MPI_Status*status) 

4. 数值并行计算 

为了验证 MPI 并行环境下交替分组格式的并行效率的提升情况。作如下数值运算。对方程(1)，考虑

如下初始条件和边界条件， 

( ) ( ),0 4 1 , 0 1u x x x x= − ≤ ≤  

( ) ( )0, 1, 0, 0u t u t t= = ≥  
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下文给出的数值模拟计算的结果是在双核计算机上进行 4 进程并行计算得到的运算结果。在上述三

种并行有限差分格式下，其中， 0.1r = ， 3000n = ， 111 10t −∆ = × 。由于 MPI 并行消息传递模型并未改变

交替分组差分格式的逻辑结构，此处不再赘述方程(1)的数值解的误差分析，而且在文献[3]中，亦给出了

该类型抛物方程的误差分析状况，在下文中，针对不同的通信模式，得到了两种 MPI 并行模型在不同进

程下的加速比及计算效率。表 3~5 分别展示了 GEL，GER，AGE 格式下的 MPI 阻塞与非阻塞通信模型

的程序运算时间，图 4 显示了运用交替分组格式求解抛物方程，在非并行环境与 MPI 并行环境下的程序

运算时间柱状图。图 5 给出了 4 进程并行计算下阻塞通信与非阻塞通信的时间柱状图。表 6 给出了 4 进

程通信下的并行效率及加速比。 
 
Table 3. The executive time of 4 processes in blocking and non-blocking communication mode for GEL (unit/sec.)  
表 3. GEL 格式下 4 进程阻塞通信与非阻塞通信模式的程序运算时间比较(单位/秒) 

 进程 0 进程 1 进程 2 进程 3 单个进程 

GEL 格式阻塞通信计算时间 5.504456 5.541956 5.534419 5.27101  

GEL 格式阻塞通信总时间 6.941848 6.941303 6.941578 6.941439  

GEL 单进程运算执行时间     25.39734 

GEL 格式非阻塞通信计算时间 5.189739 5.414192 5.513848 5.287586  

GEL 格式非阻塞通信总时间 6.307096 6.308636 6.309482 6.308666  

GEL 格式非阻塞通信等待时间 0.580585 0.201888 0.063008 0.493103  

 
Table 4. The executive time of 4 processes in blocking and non-blocking communication mode for GER (unit/sec.)  
表 4. GER 格式下 4 进程阻塞通信与非阻塞通信模式的程序运算时间比较(单位/秒) 

 进程 0 进程 1 进程 2 进程 3 单个进程 

GER 格式阻塞通信计算时间 5.56917 5.632037 5.605388 5.385093  

GER 格式阻塞通信总时间 6.804605 6.805075 6.805131 6.805165  

GER 单进程运算执行时间     25.372994 

GER 格式非阻塞通信计算时间 5.214437 5.44246 5.518787 5.217341  

GER 格式非阻塞通信总时间 6.332524 6.333553 6.335751 6.332815  

GER 格式非阻塞通信等待时间 0.576401 0.207211 0.089865 0.577639  

 
Table 5. The executive time of 4 processes in blocking and non-blocking communication mode for AGE (unit/sec.)  
表 5. 交替分组格式下 4 进程阻塞通信与非阻塞通信模式的程序运算时间比较(单位/秒) 

 进程 0 进程 1 进程 2 进程 3 单个进程 

AGE 格式阻塞通信计算时间 5.58503 5.613905 5.533567 5.387905  

AGE 格式阻塞通信总时间 6.708155 6.708058 6.707898 6.70738  

AGE 单进程运算执行时间     25.099077 

AGE 格式非阻塞通信计算时间 5.449957 5.648745 5.650483 5.468564  

AGE 格式非阻塞通信总时间 6.367587 6.368233 6.367122 6.364805  

AGE 格式非阻塞通信等待时间 0.559427 0.155265 0.188809 0.513443  
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Table 6. Comparison of the parallel efficiency in 4 processes 
表 6. 不同格式下的 4 进程并行效率比较 

 总时间(单位/秒) 加速比 并行效率 

非并行时 25.099 ----- ----- 

GEL 格式 4 进程阻塞通信 6.9418 3.62 0.905 

GEL 格式 4 进程非阻塞通信 6.3070 3.97 0.993 

GER 格式 4 进程阻塞通信 6.8052 3.68 0.92 

GER 格式 4 进程非阻塞通信 6.3357 3.96 0.99 

AGE 格式 4 进程阻塞通信 6.7081 3.74 0.93 

AGE 格式 4 进程非阻塞通信 6.3675 3.94 0.985 

 

 
Figure 4. The executive time of single process and 4 
processes of AGE blocking communication program 
图 4. AGE 阻塞通信模式下四进程与单进程计算的程序运

行时间 
 

 
Figure 5. The executive time of AGE blocking and non- 
blocking communication program in 4 processes 
图 5. 四进程下 AGE 阻塞通信模式与非阻塞通信模式下的

程序运行时间 
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5. 总结 

在上述数值模拟计算的数据表格中，在图 4 中可以看到，在 MPI 并行环境中，多条进程运用上述差

分格式数值计算抛物方程要比单个进程计算的效率更高。多次试验数据表明，4 进程并行计算的时间约

是单进程计算的 1/4，而且三种差分格式并未出现较大的差别，因为可以在上文中知道，三种差分格式的

计算任务量是大致相等的，而 MPI 并行化处理并未改变计算逻辑，而只是将计算任务分摊，从而达到计

算效率的提升。在表 3~5 与图 5 中，可以看到 MPI 阻塞通信对于非阻塞通信的优势，其中，对某一进程

来说，非阻塞与阻塞通信的程序计算时间是大致相等的，而非阻塞通信程序的总运算时间是相对较小的，

因为非阻塞通信减少了各进程之间的消息传递时间，即通信等待时间，在表 3~5 中并未给出阻塞通信的

通信等待时间，是因为在阻塞通信模型中该时间是无法显示的，不过在实际运算中，阻塞通信的通信等

待时间是要高于非阻塞通信的。因此非阻塞通信相对于阻塞通信来说表现出更大的优势。但是，非阻塞

通信模型的建立要比阻塞通信更加复杂，这在程序的编码实现上有较多的问题需要解决。在表 6 还可以

看到不同差分格式下的 4 进程并行效率的比较，可以进一步表明非阻塞通信相对于阻塞通信的优势。即

在相同的进程数目下，无论是加速比还是并行效率，非阻塞通信都要高于阻塞通信。 
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