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Abstract 
In general, “Calculating definite integral” is that we show the definite integral using elementary 
function, whereas, if the primitive function is not elementary function, then definite integral is 
“Beyond Element”. At this point, the “Newton-Leibniz” formula can not apply to calculate “Beyond 
Element” definite integral. In this paper, we apply theory of infinite series and integral depending 
on a parameter to calculate some “Beyond Element” definite integral. We obtain approximate val-
ue of definite integral by applying Matlab of mathematical software, and compare with analytical 
result of generalized integral. Subsequently, we apply variable upper limit function to plot the ap-
proximate curve of primitive function. 
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摘  要 

通常所说的“求不定积分”是指用初等函数的形式把这个不定积分表示出来，如果函数的原函数不是初
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等函数，则称此函数为“积不出”函数。“积不出”函数的定积分计算时“Newton-Leibniz”公式失效。

本文用无穷级数理论和含参变量积分理论给出部分“积不出”函数的定积分近似计算方法，用Matlab编
程数值计算部分“积不出”函数的定积分近似值，并与讨论的其广义积分值加以比较，又利用变上限函

数绘制了部分“积不出”函数的原函数近似曲线。 
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1. 引言 

在高等数学教材中，定积分的计算一般要用“Newton-Leibniz”公式，即求出被积函数的原函数，再

把上下限的值代入原函数并做减法。同时，大多高等数学教材也指出，有些初等函数的原函数是非初等 

函数，即我们无法用初等函数把这些函数的原函数表示出来，比如函数
2

e x− 、
sin x

x
、

1
ln x

、
4

1

1 x+
等[1]。 

通常所说的“求不定积分”是指用初等函数的形式把这个不定积分表示出来，在这个意义下，以上函数

的不定积分是求不出来的，这种函数也称为“积不出”函数。这是否意味着这些函数的定积分及广义积

分我们完全计算不出来呢？否则，这些函数的定积分及广义积分该如何得到其值呢？不少同学有此疑问。

本文利用无穷级数和含参变量积分的理论逐一给出以上函数的定积分的近似计算方法，并用 Matlab 软件

计算出部分定积分的近似值，便于学生从数值上把握这些积分，也可以把该方法和程序应用到其他类似 

定积分的计算中。同时，把函数
sin x

x
，

2
e x− 等广义积分的精确值与定积分的值放在一起，加以比较。 

2. 正文 

2.1. 基本引理[2] 

引理2.1：幂级数
0

n
n

n
a x

∞

=
∑ 的和函数 ( )s x 在其收敛域上可积，并且逐项可积。 

引理2.2：如果交错级数 ( ) 1

=1
1 n

n
n

u
∞

−−∑ 满足条件： 

1n nu u +≥ ； 

lim 0nn
u

→∞
= ， 

则级数收敛，且其和 1s u≤ ，其余项 nr 的绝对值 1n nr u +≤ 。 
引理2.3：若函数 ( ),f x µ 与 ( ),f xµ µ′ 在区域D： ,a x α µ β≤ < +∞ ≤ ≤ 上连续且无穷积分

( ) ( ), d
a

f x xϕ µ µ
+∞

= ∫ 在区间 [ ],α β 上收敛，且无穷积分 ( ), d
a

f x xµ µ
+∞

′∫ 在区间 [ ],α β 上一致收敛，则函数

( )ϕ µ 在区间 [ ],α β 上可导，且 ( ) ( ), d
a

f x xµϕ µ µ
+∞

′ ′= ∫ 。 
引理2.4：设函数 ( )f x 在区间 ( ],a b 上连续，且 ( ) 0,f x x a≥ = 为 ( )f x 的瑕点，如果存在常数 0 1q< <

使得 
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( ) ( )lim q

x a
x a f x

+→
−  

存在，则反常积分 ( )db

a
f x x∫ 收敛； 

如果 ( ) ( )lim 0
x a

x a f x d
+→

− = > ，（或 ( ) ( )lim
x a

x a f x
+→

− = +∞ )，则反常积分 ( )db

a
f x x∫ 发散。 

引理2.5：设函数 ( )f x 在区间 [ )( ), 0a a+∞ > 上连续，且 ( )f x x≥ ，如果存在常数 0M > 且 0p > ，使

得 ( ) ( )p

Mf x a x
x

≤ ≤ < +∞ ，则反常积分 ( )d
a

f x x
+∞

∫ 收敛；如果存在常数 0N > ，使得 ( ) Nf x
x

≥ ( )a x≤ < +∞ ，

则反常积分 ( )d
a

f x x
+∞

∫ 发散。 

2.2. “积不出”函数的定积分的近似值与广义积分的值 

例2.1：计算定积分 ( ) 2

0
e d

y xI y x−= ∫  ( )0y > 的近似值。 
解：函数

2
e x− 的幂级数展开式为： 

( ) ( )2
2 3

2e 1 1
2! 3! !

n
nx x x xx x

n
− = − + − + + − + −∞ < < +∞   

由引理(2.1) 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

2 13 5 7

2 1

0

1
3 1! 5 2! 7 3! 2 1 !

1 0
2 1 !

n n

n
n

n

yy y yI y y
n n

y y
n n

+

+∞

=

−
= − + − + + +

⋅ ⋅ ⋅ + ⋅

= − < < +∞
+ ⋅∑

 

 

由引理(2.2)， ( )I y 的近似值 ( ) ( ) ( )
2 1

*

0
1

2 1 !

nk n

n

yI y
n n

+

=

= −
+ ⋅∑ ，误差

( )( )
2 3

2 1 2 3 1 !

k

k
yr

k k

+

+ <
+ +

。 

用MATLAB计算得
* 2 0.60501

2
I
 

=  
 

， ( )* 2 0.84590I = ，
* 3 2 0.88622

2
I
 

=  
 

，其中
510r −< 。且有

函数图像如图1所示： 
 

 

Figure 1. The graph of ( )*I y  

图1. ( )*I y 的函数图像 
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因为广义积分
2

0
e d

2
xI x

+∞ −= =
π

∫ ，注意到$ 53 2 10
2

I I − 
− <  

 
，我们从数值上验证了正态分布的

“ 3σ 定律”[3]。 

例2.2：计算定积分 ( )
0

sin d
y xI y x

x
= ∫ 的近似值，讨论广义积分

0

sin dxI x
x

+∞
= ∫ 的敛散性并求其值。 

解：1°   
0

sinlim 1
x

x
x→

=  ∴  ( )I y 不是瑕积。 

  sin x
x

是偶函数，不妨设 0y > ，函数
sin x

x
的幂级数展开式为： 

( ) ( ) ( )
2 4 6 2sin 1 1

3! 5! 7! 2 1

n
nx x x x x x

x n
= − + − + + − + −∞ < < +∞

+
   

由引理(2.1)  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 5 7 2 1

1
3 3! 5 5! 7 7! 2 1 2 1 !

n
ny y y yI y y y

n n

+

= − + − + + − + −∞ < < +∞
⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ +

   

由引理(2.2)， ( )I y 的近似值 ( ) ( ) ( )( )
2 1

*

0
1

2 1 2 1 !

nk n

n

yI y
n n

+

=

= −
+ +∑ ，误差

( )( )
2 3

2 1 2 3 2 3 !

k

k
yr

k k

+

+ <
+ +

。

 

2°判定广义积分
0

sin dxI x
x

+∞
= ∫ 的敛散性，并求其值。 

  
0

sin d 2
a

x x ≤∫ ， ( )1 0 x
x
→ → +∞ 且

1
x
递减，由Dirichlet判别法[4]知I是收敛的， 

由Abel判别法[4]知含参量积分 ( )
0

sine dtx xI t x
x

+∞ −= ∫ 在 [ )0,t∈ +∞ 上一致收敛。 

( ) ( )
0

0 lim
t

I I I t
+→

= = ，由Weierstrass判别法[4]知
0

sine dtx x x
x

+∞ −∫ 在 [ )0 ,t +∞ 上一致收敛 ( )0 0t > 。 

根据引理(2.3)利用Dirichlet判别法[4]，考虑 ( ) ( )du

a
I u f x x= ∫ 在 ( ),a +∞ 上有界， ( )g x 在 [ ),a +∞ 上 

当 x → +∞时单调趋于0，则 ( ) ( )d
a

f x g x x
+∞

∫ 收敛。 

( ) ( )
2 20

0

e sin cos 1e sin d
1 1

tx
tx t x x

I t x x
t t

+∞−
+∞ − +

′ = − = = −
+ +∫ ，则 ( ) arctanI t t C= − + 。 

又 ( ) ( )
0 0

sin 1e d e d 0tx txxI t x x t
x t

+∞ +∞− −= ≤ = → → +∞∫ ∫ ，即 ( )lim 0
t

I t
→+∞

= ，
2

C =
π
， 

故 ( ) arctan
2

I t t= − +
π
， ( )0

2
I I= =

π
。 

用MATLAB计算得 ( )* 1.85193I =π ， ( )* 2 1.41815I =π ， ( )* 3 1.67476I =π ， ( )* 4 1.49216I =π ，这里
510r −< ，并给出了 ( )*I y 的函数图像，如图2所示。 

例2.3：计算定积分 ( )
e

1 d
ln

y
I y x

x
= ∫ 的近似值 ( )ey > ，讨论广义积分 1 e

1 d
ln

I x
x

+∞
= ∫ ，

1
2 0

1 d
ln

I x
x

= ∫ ，

2
3 1

1 d
ln

I x
x

= ∫ 的敛散性。 

解：1° ( ) lnln

e 1

1 1d e d
ln

y yt x tI y x t
x t

== ⋅=∫ ∫ ， 
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et

t
的幂级数展开式为： 

 

 

Figure 2. The Graph of ( )*I y  

图2. ( )*I y 的函数图像 
 

2 1e 1 1
2 3! !

t nt t t
t t n

−

= + + + + + +   ( 0t−∞ < < 或 0 t< < +∞ )。 

由(2.1) 

( )

( ) ( ) ( )

2 1ln

1

2

1 1 d
2! 3! !

ln 1
ln ln ln 1 e

!

ny

n

n

t t tI y t
t n

y
y y y

n n

−

∞

=

 
= + + + + + + 

 

−
= + − + <

⋅

∫

∑

 

 

( ) ( ) ( )*

2

ln 1
ln ln ln 1

!

nk

n

y
I y y y

n n=

−
= + − +

⋅∑ 不能估算误差。 

用MATLAB计算得到 ( )* e 0I = ， ( )* 2e 3.059116I = ， ( )* 3e 8.038714I = ， ( )* 4e 17.735756I = ，从计算

结果可以看出 ( )*I y 的值增大速度较快，导致
e

1 d
ln

x
x

+∞

∫ 发散。以下为 ( )*I y 的函数图像，如图3所示。 

2° 讨论 1 2 3, ,I I I 的敛散性，
1 1

ln x x
>  ( )e x≤ < +∞

，
由引理(2.5)知， 1I 发散。 

  
0

1lim 0
lnx x→

= ，
1

1lim
lnx x→

= ∞，∴  2I 中仅 1x = 为瑕点。而 ( )
1

1lim 1 1 0
lnx

x
x−→

− = > ，由引理(2.4)知 2I 发

散。类似地，由引理(2.4)知 3I 发散。 

例2.4：计算定积分 ( )
0 4

1 d
1

y
I y x

x
=

+
∫ 的近似值，并讨论广义积分

0 4

1 d
1

I x
x

+∞
=

+
∫ 的敛散性。 

解：1° 函数
4

1

1 x+
的幂级数展开式为： 

https://doi.org/10.12677/pm.2020.107076


杨立敏 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2020.107076 636 理论数学 
 

 

Figure 3. The Graph of ( )*I y  

图3. ( )*I y 的函数图像 
 

( ) ( )
( ) [ ]( )4 8 12 16 4

4

2 1 !!1 1 1 3 1 3 5 1 3 5 71 1    0,1
2 2 4 2 4 6 2 4 6 8 2 !!1

n nn
x x x x x x

nx

−⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= − + − + + + − + ∈

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅+
   

由引理(2.1) ( ) ( ) ( )
( )( )

4 1

1

1 2 1 !!
4 1 2 !1

n
n

n

n
I y y y

n n

∞
+

=

− −
= +

+∑  ( )0 1y≤ ≤ ，由引理(2.2) ( )I y 的近似值 

( ) ( ) ( )
( )( )

* 4 1

1

1 2 1 !!
4 1 2 !1

nk
n

n

n
I y y y

n n
+

=

− −
= +

+∑ ，误差
( )

( ) ( )
4 5

4 1

2 1 !!
4 5 2 2 !!

k
k

k
r y

k k
+

+

+
≤

+ ⋅ +
。用MATLAB计算得 

* 1 0.49695
2

I   = 
 

， ( )* 1 0.92778I = ，这里
510r −< ，且有 ( )*I y 的图像，如图4所示。 

 

 

Figure 4. The Graph of ( )*I y  

图4. ( )*I y 的函数图像 
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2°   24

1 1

1 xx
<

+
 ( )0,x∈ +∞  

由引理(2.4)广义积分
0 4

1 d
1

x
x

+∞

+
∫ 收敛。令

1
1 0 4

1 d
1

I x
x

=
+

∫ ， 2 1 4

1 d
1

I x
x

+∞
=

+
∫ ，由定积分估值定

理知 1
2 1

2
I< < ，由不等式性质得 22 21 1

2 1 1d d
2

x I x
x x

+∞ +∞
⋅ < <∫ ∫ ，即 2

2 1
2

I< < 。 

故 1 22 2I I I< = + < 。 

3. 总结 

对于“积不出”函数的定积分和广义积分，可以借助无穷级数和含参量积分以及估值等方法得到其

近似值，甚至精确值。利用变上限函数的性质借助 MATLAB 画出原函数的大致图像，综合数学分析的

知识，可用此方法研究这类“积不出”函数的定积分近似值及原函数图像。 
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