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摘  要 

分数阶微分方程是微分方程中重要的研究对象。带有p-Laplace算子的分数阶微分方程是分数阶微分方程

的推广，也是一类重要的函数问题，因此研究带有p-Laplace算子的分数阶微分方程具有一定意义。对于

分数阶p-Laplace微分方程解的存在性的研究已经相对比较成熟，但对于本文这类具有多个参数的分数

p-Laplace边值问题的研究相对较少。本文使用临界点定理得到这类具有多个参数的分数p-Laplace微分

方程的三个解的存在性。 
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Abstract 
The research of the subordinate order differential is an important figure in the object division. 
The fractional differential equation with p-Laplace operator is an extension of the fractional dif-
ferential equation, and it is also an important problem. Therefore, it is meaningful to study the 
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fractional differential equation with p-Laplace operator. The research on the existence of solu-
tions of fractional p-Laplace differential equations has been relatively mature, but there are rela-
tively few researches on fractional p-Laplace boundary value problems with multiple parameters 
in this paper. In this paper, the critical point theorem is used to obtain the existence of three solu-
tions of this type of fractional p-Laplace differential equation with multiple parameters. 
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1. 引言 

分数阶 p-Laplace 微分方程是分数阶微分方程的推广。分数阶微分方程一般可以看作是应用分数阶微

积分研究微分方程。分数阶微分方程可以描述物理、化学、生物等多个领域的数学模型。一些学者对分

数阶微分方程的性质已经做了大量的研究。2020 年，Bai 等[1]研究了一类具有对流项的 Caputo 分数阶微

分方程的格林函数。2020 年，Bai 等[2]研究了一类三点分数阶边值问题的解。2019 年，Tian 等[3]研究了

带 p-Laplace 算子的分数阶微分方程边值问题的正解。2019 年，Yue 等[4]研究了具有振荡势的分数阶微

分方程包含的无穷多个非负解。2019 年，Jia 等[5]研究了一类含导数和参数的分数阶微分方程的非局部

问题。2020 年，Wang 等[6]研究了具有分数阶导数的混合 p-Laplace 边值问题解的存在唯一性。2020 年，

Kamache 等[7]研究了具有两个控制参数的扰动非线性分数阶 p-Laplace 边值问题三个解的存在性。2020
年，Kamache 等[8]研究了一类新的分数阶 p-Laplace 边值问题弱解的存在性。 

综上可见，分数阶 p-Laplace 微分方程的研究是一个重要的研究内容。在上述文献的基础上，本文运用

临界点定理研究带多个参数的分数阶 p-Laplace 微分方程的边值问题，并得到该微分方程多个解的存在性 

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) [ ]

2

2

1 1

1

, , , , , ,

0,1 , ,

i i

i i

p
t b p i a t i i ip

i

u n u n

i i

D t D u t u t u t
t

F t u t u t G t u t u t

u a u b i n t a b

α αφ ω γ
ω

λ µ

−

−

  
   +

   

= +


= = ≤ ≤ ∈

 

                         (1) 

其中， ( ]0,1iα ∈ ， ( ) 2p
p s s sφ −= ， 1p > ， i

a tDα 和 i
t bDα 是 iα 阶的左右 Riemann-Liouville 分数导数且

[ ]( ),i L a bα ∞∈ ， , ,γ λ µ 是正参数，且 ,
i iu uF G 是 ,F G 关于 iu 的偏导数， [ ]( ), ,

i i

n
u uF G C a b R∈ × ，

( ) [ ]( ),i t L a bω ∞∈ 且 ( ) [ ] ( )0
,essinf 0i ia bt tω ω= > 。 

2. 预备知识 
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其中 [ ],t a b∈ ，且右侧在 [ ],a b 上逐点定义， 1n nα− ≤ < ， n∈。 
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由(5)，范数(2)有如下等价范数 
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其中 ( )1 2, , , nu u u u X= ∈ ， ( )1 2, , , nv v v v X= ∈ 。类似地，得到 
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引理 3 [11]设 0 1iα< ≤ 和1 p< < ∞，分数阶导数空间 X 是一个自反可分的 Banach 空间。 
引理 4 [12] [13]设 0 1α< ≤ 且 [ ]( ), , ,pu v L a b R∈ ，1 p< < ∞，则有 
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件，则 u X∈ 是问题(1)的经典解。 
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由引理 4 可知 
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将(17)代入(16)，得 
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由 dubois-Reymond 定理和(18)，得 
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则满足问题(1)的方程。因为
iuF 和

iuG 是连续的，则
( )

( ) ( )( ) [ ]2

1 ,i i
b p i a tp

i
t iD t D u t C a b

t
α αφ ω

ω −

 
 ∈
 
 

。又 

因为 u X∈ ，有 ( ) ( ) 0i iu a u b= = ，则满足问题(1)的边界条件，所以当u X∈ 是问题(1)的弱解时，则 u X∈

是问题(1)的经典解。 
引理 6 ([14], Theorem 26. A(d))设 *:A X X→ 是实自反可分 Banach 空间 X 上的一个单调，强制，半

连续算子，假设{ }1 1, ,w w  是 X 上得一组基。则满足下面的结论： 
如果 A 是严格单调的，则逆算子 1 *:A X X− → 存在。且逆算子是严格单调，半连续和有界的。如果

A 是一致单调的，则逆算子 1A− 是连续的。如果 A 是强单调的，则逆算子 1A− 是 Lipschitz 连续的。 
定理 1 [15]设 X 是可分自反的实 Banach 空间， : X Rϕ → 是强制且弱序列下半连续的 C1泛函，ϕ 在

X 的每个有界子集上有界且属于 Xϒ ，ϕ′在 *X 上有连续逆， : X Rω → 是有紧导数的 C1泛函。假设存在
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3. 主要结果 

引理 7 泛函ϕ 是强制，弱序列下半连续的且在 X 的每个有界子集上有界且属于 Xϒ ，ϕ′在 *X 上有连

续逆。 

证明：由(7)和(9)，得 ( ) ( ) ( )( )1

1 1di
p p

i a t ii

b n

a
u t D u t t u

p p
αϕ ω

=
≥ =∑∫ ，即当 u →∞，有 ( )uϕ →∞，因 

此，泛函ϕ 是强制的。假设 M 是 X 上的有界子集，即在 X 的一个子集上 u M≤ ，由(9)，有 

( ) 1 p
p Mu u

p p
ϕ ≤ ≤ ，因此，泛函ϕ 在 X 的每个有界子集上有界。由于

i

pu
α
的弱序列下半连续性，得泛

函 ( ) ( ) ( )( )1

1 d di
pp

i i a ta

b

i
n

iu t t t D u t t
p

αϕ γ ω
=

= +∑∫ 是弱序列下半连续的且属于 Xϒ 。 

下面证明ϕ′在 *X 上有连续逆。由(13)，有 
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p
p pp n p p p

i i i i
i

b
t D u t t D v t D u t D v t

u v u v

α α α α

α α α

φ ω φ ω

ω

ω

=

−
− −

=

− −

≥ − + >

∑∫

∑
             (23) 

当 2p ≥ 时，由(20)得 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )

( )
1

2 20
1

1
0

i i i i

i

n

p i a t i p i a t
b

i a t i a t ia
i

np

i i
i

t D u t t D v t D u t D v t

u v

α α α α

α

φ ω φ ω

ω

=

−

=

− −

≥ − >

∑∫

∑
           (24) 

由(23)和(24)，得 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )
1

0i i i i
n

p i a t i p i a t i a t i a t ia
i

b
t D u t t D v t D u t D v tα α α αφ ω φ ω

=

− − >∑∫           (25) 

其中1 p< < ∞。 
类似地，当 1p ≥ 时，可得 

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )
1

d 0
n

p i p i
b

i ia
i

u t v t u t v t tφ φ
=

− − >∑∫                       (26) 

由(25)和(26)，得 

( ) ( ) , 0u v u vϕ ϕ′ ′− − >                                  (27) 

即ϕ′是严格单调算子，由引理 3 和引理 6，得 ( ) 1ϕ −′ 在 *X 上是连续的。 
引理 8 泛函φ 和ω 在 X 上是连续 Gâteaux 可微的，且φ′和ω′是紧的。 
证明：对于 nu X⊂ ，设在 X 中 nu u ，即当 n →∞，在 [ ],a b 上 nu 一致收敛到 u。因此有 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1lim inf lim inf , d , , , d ,n n na an n

b b
u G t u t t G t u t u t t uφ

→∞ →∞
≤ = = Φ∫ ∫   

其中 ( )1 2, , , nu u u u X= ∈ ，则Φ是弱序列下半连续的。对于任意 [ ],t a b∈ ，G 关于 u 和 v 是连续可微的，

基于勒贝格控制收敛定理， ( )nuφ′ 强收敛到 ( )uφ′ ，即φ′在 X 上是强连续的，则φ′是紧算子，且(14)为
Gâteaux 导数 *Xφ′∈ 在点 u X∈ 的泛函，同理可得泛函ω 在 X 上是连续 Gâteaux 可微的且ω′是紧的。 

定理 2 假设存在一个非负常数η和一个函数 ( )11 21 1, , , nu u u Xϖ = ∈ ，使得满足下面的条件 

(i) 
( ) ( )

( )
( )

( )
1 2 1 2

1 2 1 2

, , , 0,0, ,0 , , ,
1 2 1 2

, , , , , , , ,
max limsup , limsup

n n

n n
p pp p p p

u u u u u un n

F t u u u F t u u u

u u u u u u
η

→ →+∞

   ≤ 
+ + + + + +    

 

 

， 

(ii) 
( ) ( ) ( )( )11 21 1

11 21 1

, , , , d
b

na
pp p

n

F t u t u t u t t
TM

u u u
η>

+ + +

∫ 



， 

则对于每个紧区间 [ ]1 2
2 1

1 1, ,θ θ
ρ ρ

 
⊂  
 

，存在 0N > 满足：对于任何 [ ]1 2,λ θ θ∈ ，存在 0ξ > ，使得对 

于任何 [ ]0,µ ξ∈ ，问题(1)在 X 中至少有三个范数小于 N 的解。 

证明：下面将使用定理 1 去证明问题(1)在分数阶导数空间
1 2 n

p p pX E E Eα α α= × × × 以及其范数 

1 p
i

ii
n

Eu u
α=

= ∑ ， ( )1 2, , , nu u u u X= ∈ 中至少有三个范数小于 N 的解。由引理 3，得分数阶导数空间 X 

是一个自反可分的 Banach 空间。再由引理 7 和引理 8，得泛函ϕ 是强制，弱序列下半连续的且在 X 的每

个有界子集上有界，ϕ′在 *X 上有连续逆。且泛函φ 和ω 在 X 上是连续 Gâteaux 可微的，且φ′和ω′是紧

的。 
存在ϕ 的严格局部最小值 ( ) ( )0 01 02 0, , , 0,0, ,0nu u u u X= = ∈  ，有 ( ) ( )0 0 0u uϕ ω= = 。 
由(i)得，存在 1 2, 0ε ε > ，有 

( ) ( )1 2 1 2, , , , ,pp p
n nF t u u u u u uη≤ + + +                        (28) 

其中 [ ],t a b∈ ， ( ) ( ) ( )1 2 1 2, , , 0, ,nu u u ε ε∈ ∞  。 
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由于 F 的连续性，存在 0r > ， pσ > ，有 

( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2, , , , pp p
n n nF t u u u u u u r u u u σσ ση≤ + + + + + + +                (29) 

其中 [ ],t a b∈ ， ( )1 2, , , nu u u R∈ 。 

由(29)， ( )1 2, , , nu u u u X= ∈ 和引理 2，有 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 2

1

1 2 1 2

1 2 1 2

, , , d

d

n n

na

pp p
n n
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σσ σ

σσ σ

α α α αα α

ω

η

η ξ

=

≤ + + + + + + +

≤ + + + + + + +

∫

∫ ∫



 

 

 

其中

( )( ) ( )( )

1

0
max 1

1 1

ip

pp
q

i i i

bM i n
w q

α

α α

−
 
 = ≤ ≤ 
 Γ − + 

且
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1

1
0

max 1

1 1

i p

p
p q

i i i

b i n

w q

σ

α

ξ

α α

−
  
    = ≤ ≤ 
   Γ − +   

。 

由 pσ > ，有 
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( ) ( )
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1 2

1 2

1 2

1 2
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                     (30) 

由(28)，有 
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( )
( )
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( ) ( )( )( )

( )
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由(30)和(31)，有 

( ) ( )

( )
( ) ( )
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( )1 2 1 2

1 2 1 2
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由(ii)，有 
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=
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∫



 













 

则对于每个紧区间 [ ]1 2
2 1

1 1, ,θ θ
ρ ρ

 
⊂  
 

，存在 0N > 满足：对于任何 [ ]1 2,λ θ θ∈ ，存在 0ξ > ，使得对 

于任何 [ ]0,µ ξ∈ ，问题(1)在 X 中至少有三个范数小于 N 的解。 
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