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摘  要 

本文主要研究了无限滞后测度泛函微分方程的Φ有界变差解的存在性，借助Kurzweil积分和Φ有界变差

函数理论，建立了无限滞后测度泛函微分方程的Φ有界变差解的存在性定理，这是对无限滞后测度泛函

微分方程和Kurzweil积分相关结果的推广。 
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Abstract 
In this paper, we mainly research the existence theorem of bounded Φ-variation solution for 
measure functional differential equations with infinite delay. The existence theorem of bounded 
Φ-variation solution to measure functional differential equations with infinite delay is established 
by using Kurzweil integral and the function of bounded Φ-variation. The result is a generalization 

 

 

*通讯作者。 

http://www.hanspub.org/journal/pm
https://doi.org/10.12677/pm.2021.116130
https://doi.org/10.12677/pm.2021.116130
http://www.hanspub.org


丁利波，李宝麟 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2021.116130 1157 理论数学 
 

of the existence theorem of the measure functional differential equations with infinite delay and 
Kurzweil integral. 
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1. 引言 

20 世纪 50 年代末，为了解决高度振动函数的积分问题，Kurzweil 和 Henstock 分别运用积分和的形

式定义了各自的非绝对积分，虽然他们定义积分的出发点和背景不同，但是思想十分吻合，它包括 Newton
积分、Riemann 积分和 Lebesgue 积分[1]。Kurzweil 积分是解决非线性分析中高度振动函数的有力工具，

在文献[2] [3] [4] [5] [6]中有广泛使用。1959 年，Musielak 及 Orlicz 等人[7] [8]提出了 Φ有界变差函数理

论，这种理论是一般意义下的有界变差函数理论的发展与推广。文献[9]首次将 Φ 有界变差函数理论与

Kurzweil 方程理论结合起来，建立了 Kurzweil 方程的 Φ 有界变差解的存在性定理。Slavik 在文献[10]中
介绍了一类无限滞后测度泛函微分方程 

( ) ( ) ( ) ( )
0

0 , d
t

st
x t x t f x s g s= + ∫                                 (1) 

并证明了在一定条件下此方程与广义常微分方程的等价关系，方程(1)是测度微分方程 

( ),sDx f x s Dg=

 的积分形式，其中 ,Dx Dg 分别是函数 x 和 g 的分布导数。 

本文考虑无限滞后测度泛函微分方程初值问题 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
0

0

0 0 0, d ,  ,
t

st

t

x t x t f x s g s t t t

x

σ

ϕ

 = + ∈ +


=

∫
                        (2)

 
Φ有界变差解的存在性，其中 x 是取值在 nR 上的函数， ( ) ( ) ( ], ,0sx x sτ τ τ= + ∈ −∞ 表示滞后的长度。 

2. 预备知识 

以下主要介绍 Kurzweil 积分和 Φ有界变差函数的相关概念： 
定义 1 [11]函数 [ ] [ ]: , , nU a b a b R× → 称为在 [ ],a b 上是 Kurzweil 可积的，如果存在 nI R∈ ，使得对任

意 0ε > ，存在正值函数 [ ]: ,a b Rδ +→ ，使得对 [ ],a b 上的任何δ -精细分划 

[ ]( ){ }1, , , 1, 2, , ,i i iD i kτ α α−= = �
 

其中 [ ] ( ) ( )( )1, ,i i i i i i iτ α α τ δ τ τ δ τ−∈ ⊂ − + ，有 

( ) ( )1
1

, , ,
k

i i i i
i

U U Iτ α τ α ε−
=

 − − < ∑  
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称 I 为 U 在 [ ],a b 上的 Kurzweil 积分，记作 ( ),
b

a
I DU tτ= ∫ ，如果 ( ),

b

a
DU tτ∫ 存在，那么定义 

( ) ( ), ,
a b

b a
DU t DU tτ τ= −∫ ∫ ，且规定当 a b= 时， ( ), 0

b

a
DU tτ =∫ 。 

特别地，当 [ ]: , nf a b R→ ， [ ]: ,g a b R→ ， ( ) ( ) ( ),U t f g tτ τ= 时，上面定义的积分称为Kurzweil-Stieltjes
积分，记为 

( ) ( ) ( ), d
b b

a a
DU t f s g sτ =∫ ∫  

设 G 是 1nR + 中的开集， : nF G R→ 是对 ( ), , ,nx t G x R t R∈ ∈ ∈ 定义的 nR 值函数. 
定义 2 [11]函数 [ ]: , nx Rα β → 称为广义常微分方程 

( )d ,
d

x DF x t
τ
=  

在区间 [ ], Rα β ⊂ 上的解是指对所有的 [ ],t α β∈ ， ( )( ),x t t G∈ ，且对每个 [ ]1 2, ,s s α β∈ ，有 

( ) ( ) ( )( )2

1
2 1 ,

s

s
x s x s DF x tτ− = ∫  

成立。 

设 ( )uΦ 是对 0u ≥ 定义的连续不减函数，且满足 ( )0 0Φ = ，对 0u > ， ( ) 0uΦ > ，本文假定 ( )uΦ 满

足下列条件： 

(C1) 存在 0 0u > 及 0L > ，使得对 00 u u< ≤ ， ( ) ( )2u L uΦ ≤ Φ 。 

(C2) ( )uΦ 是凸函数，即 

( ) ( ) ( ),  , 0 .
2 2

u vu v u v
Φ +Φ+ Φ ≤ > 

 
 

定义 3 [8]设 [ ],a b R⊂ ， a b−∞ < < < +∞，考虑函数 [ ]: , nx a b R→ ， ( )x t 称为 [ ],a b 上的Φ 有界变差

函数，是指对 [ ],a b 的任何分划 

0 1: ,ma t t t bτ = < < < =�  
有 

[ ]( ) ( ) ( )( )1
1

; , sup
m

i i
i

V x a b x t x t
τ

Φ −
=

= Φ − < +∞∑  

并称 [ ]( ); ,V x a bΦ 为函数 ( )x t 在 [ ],a b 上的 Φ-变差。 

以 [ ]( ), , nBV a b RΦ 表示定义在 [ ],a b 上的所有 Φ有界变差函数 x 满足 ( ) 0x a = 且按范数 

[ ]inf 0; ; , 1xx V a bε
εΦΦ

  = > ≤  
  

构成的集合，其中 nR 表示 n 维欧氏空间.如果 ( )uΦ 满足(C1)和(C2)，

则 ( ),BVΦ Φ
⋅ 在通常意义元素的加法和纯量乘法是一个 Banach 空间.范数 x

Φ
的定义见文献[1]定义 3。 

[ ]( ), ,−
Φ

nBV a b R 表示 [ ],a b 上所有 Φ有界变差左连续函数的全体，它是 BVΦ 的子空间. 

设集合 ( ]( )0, , nO BV t Rσ−
Φ⊂ −∞ + ( )0 0, 0t σ> > ，称 O 具有延拓性质，是指对于每个 x O∈ ， 

[ ]0 0,t t t σ∈ + ，都有 ( )x t O∈ ，其中 ( )x t 定义如下 

( )
( )
( ) 0

,   

,    

x t t t
x t

x t t t t σ

−∞ < ≤= 
< ≤ +

 

[ ]0 0, nf : P t t Rσ× + → ，其中 [ ]{ }0 0, ,tP x t t t x Oσ= ∈ + ∈ 。 [ ]0 0,O t t σΩ = × + 。 
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并且假设函数 f 满足以下条件 
(A) 对于每一个 , 0x O σ∈ > ，积分 ( ) ( )0

0
, d

t
st

f x s g s
σ+

∫ 存在。 
(B) 存在一个关于 g 的局部 Kurzweil-Stieltjes 可积函数 [ ]0 0: ,M t t Rσ ++ → ，满足 

( ) ( ) ( ) ( ), d d ,
b b

sa a
f x s g s M s g s≤∫ ∫  

其中 [ ] [ ]0 0, , ,x O a b t t σ∈ ⊂ + 。 
(C) 存在一个关于 g 的局部 Kurzweil-Stieltjes 可积函数 [ ]0 0,L : t t Rσ ++ → ，满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , d d ,
b b

s s s sa a
f x s f y s g s L s x y g s

∗
 − ≤ − ∫ ∫  

其中 [ ] [ ]0 0, , , ,x y O a b t t σ∈ ⊂ + 。 

3. 无限滞后测度泛函微分方程 Φ有界变差解 

下面主要介绍无限滞后测度泛函微分方程的 Φ有界变差解及其相关结果： 
定义 4 设 [ ]0 0,t t t σ∈ + ，称 ( )0, ,x t t ϕ 是无限滞后测度泛函微分方程初值问题(2)的 Φ有界变差解是指 

(1) ( ) ( ),tx t f x t=� 几乎处处成立； 
(2) 

0t
x ϕ= ； 

(3) x 在 [ ]0 0,t t σ+ 的任何紧子区间上是 Φ有界变差函数； 

(4) 当 [ ]0 0,t t t σ∈ + 时， ( ),tx t ∈Ω。 
定义 5 对所有的 [ ]0 0,t t t σ∈ + ， ( ),tf x t 满足条件(A)，(B)和(C)， [ ]0 0: , ng t t Rσ+ → 则函数 

( ), : n
tf x t RΩ→ ， [ ]0 0,O t t σΩ = × + 属于函数族 ( ), ,F h ωΦ Ω ，如果满足下列条件 
(H1) 存在正值函数 ( ) [ ]0 0: ,t t Rδ τ σ ++ → ，使得对每个区间 [ ],u v 满足 

[ ] ( ) ( )( ) [ ]0 0, , ,u v t tτ τ δ τ τ δ τ σ∈ ⊂ − + ⊂ + ，及 x O∈ ，有 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), .f x g v g u h v h uτ τ − ≤ Φ −                             (3) 

(H2) 对每个区间 [ ],u v 满足 [ ] ( ) ( )( ) [ ]0 0, , ,u v t tτ τ δ τ τ δ τ σ∈ ⊂ − + ⊂ + ，及 ,x y O∈ ，有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), , .f x f y g v g u x y h v h uτ τ τ ττ τ ω− − ≤ − Φ −                    (4) 

其中 [ ]0 0: ,h t t Rσ+ → 是一个不减函数， [ ): 0, Rω +∞ → 是连续的增函数且 

[ ] ( ) ( )( ) [ ]0 0, , ,u v t tτ τ δ τ τ δ τ σ∈ ⊂ − + ⊂ + ， ( ) ( )0, 0, 0 0r rω ω> > = 。 

定理 1 假设 ( ), ,f F h ωΦ∈ Ω 满足条件(A),(B)，(C)，(H1)和(H2)，如果 [ ]: , nx Rα β → ，

[ ] ( ]0, , tα β σ⊂ −∞ + 是方程(2)的一个解并且 ( ) ( ), dsf x s g s
β

α∫ 存在，则 x在 ( ]0, t σ−∞ + 上是Φ有界变差的，

且 

[ ]( ) [ ]( )( ); , ; , ,V x V hα β α βΦ Φ≤ Φ < +∞                          (5) 

并且在 ( ]0, t σ−∞ + 中，使函数 h 左连续的点是解 ( ]0: , nx t Rσ−∞ + → 具有左连续性的点. 
证明 对任意的 0ε > ，因积分 ( ) ( ), dsf x s g s

β

α∫ 存在，则对每个 [ ]1 2, ,s s α β∈ ，Kurzweil 积分 

( ) ( )2

1
, d

s
ss

f x s g s∫ 存在，由定义 1 及(3)式，存在正值函数 ( )δ τ 使得对 [ ]1 2,s s 的任何δ -精细分化 

[ ]{ }1, , , 1, 2, , ,i i iD t t i kτ −= = �  

有 
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( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

[ ]( )

2

1

2

1
1

i 1

1
1

1 2

, d

, d ,

 ,

; , .

i

i

s
ts

ks
t i i is

k

i i i
i

f x t g t

f x t g t f x g t g t

f x g t g t

V h s s

τ

τ

τ

τ

ε

−
=

−
=

Φ

≤ − −

+ −

< +

∫

∑∫

∑

 

因为 0ε > 是任意的，故 

( ) ( ) [ ]( )2

1
1 2, d ; , .

s
ss

f x s g s V h s sΦ≤∫                               (6) 

设 0 1 kt t tα β= < < < =� 是区间 [ ],α β 上的任意分划，由(6)式，有 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) [ ]( )( )
1

1 1
1 1 1

, d ; , .i

i

k k kt
i i t i it

i i i
x t x t f x t g t V h t t

−
− Φ −

= = =

Φ − = Φ ≤ Φ∑ ∑ ∑∫            (7) 

因为 ( )uΦ 满足(C2)，则
( )u
u

Φ
不减，由文献[7]定理 1.03， 

[ ]( )( )
[ ]( )( )
[ ]( ) [ ]( )

[ ]( )( )
[ ]( ) [ ]( )

1
1

1
1

1 1

1
1

; ,

; ,
; ,

; ,

; ,
; ,

; ,

α β

α β

Φ −
=

Φ −
Φ −

= Φ −

Φ
Φ −

=Φ

Φ

Φ
=

Φ
≤

∑

∑

∑

k

i i
i

k i i
i i

i i i

k

i i
i

V h t t

V h t t
V h t t

V h t t

V h
V h t t

V h

 

由(7)式，有 

( ) ( )( ), ,  ,k
s s

x s x s∈Ω ∈Ω   

( ) ( )( )
[ ]( )( )
[ ]( ) ( ) ( )( )

[ ]( )( )
[ ]( ) [ ]( )

[ ]( )( )

1
1

1
1

; ,

; ,

; ,
; ,

; ,

; ,

k

i i
i

k

i i
i

x t x t

V h
h t h t

V h

V h
V h

V h

V h

α β

α β

α β
α β

α β

α β

−
=

Φ
−

=Φ

Φ
Φ

Φ

Φ

Φ −

Φ
≤ Φ −

Φ
≤

= Φ < +∞

∑

∑

 

在上式右端对 [ ],α β 的所有分划取上确界得到(5)式，定理的第二部分是文献[7]定理 1.03 的直接结果。 
定理 2 设 ( ), ,f F h ωΦ∈ Ω ， [ ]: , n nx Rα β → ， [ ] [ ]0 0, ,t tα β σ⊂ + 是函数 [ ]: ,k nx Rα β → 组成的序列 

{ }k

k N
x

∈
逐点收敛的极限，使得对每个 [ ],  ,k N s α β∈ ∈ ，有及对每个 k N∈ ， ( )( ) ( ), dk

s
f x s g s

β

α∫ 存在， 

则积分 ( ) ( ), dsf x s g s
β

α∫ 存在，且 

( ) ( ) ( )( ) ( ), d lim , d .k
s sk

f x s g s f x s g s
β β

α α→∞
=∫ ∫                          (8) 
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证明  根据 Kurzweil 积分的性质，不失一般性，假定 f 为实函数，对任意 0ε > ，由(4)式对每个 

[ ],τ α β∈ ， 1 2t tτ≤ ≤ ， [ ] [ ]1 2, ,t t α β⊂ ，有 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 1 2 1, , .k kf x f x g t h t x x h t h tτ ττ τ
τ τ ω− − ≤ − Φ −                (9) 

令 ( )
[ ]( ) ( ) ( )( ) [ ] [ ]2 1 1 2, , ,

; , 1
J h t h t J t t

V h
εµ α β
α βΦ

= Φ − = ⊂
+

，因为 [ ]0 0: ,h t t Rσ+ → 是增函数，由文献[7] 

定理 1.03，有 

[ ]( ) ( ) ( )( )1 2 2 1; , .V h t t h t h tΦ = Φ −  

对每个 ( )1 2,d t t∈ ，设 [ ]1 1,J t d= ， [ ]2 2,J d t= ，由文献[7]定理 1.17，有 

( ) ( )
[ ]( ) [ ]( ) [ ]( )

[ ]( ) [ ]( ) ( )

1 2 1 2

1 2

; , ; ,
; , 1

; , .
; , 1

J J V h t d V h d t
V h

V h t t J
V h

εµ µ
α β

ε µ
α β

Φ Φ
Φ

Φ
Φ

 + = + +

≤ =
+

                     (10) 

所以， ( )Jµ 为对所有的闭区间 [ ],J α β⊂ 定义的正值超可加区间函数且 [ ]( ),α β εΦ < 。由函数ω 在 0 点 

连续且 ( )0 0ω = 可知，存在 0δ > ，使得只要 0 t δ< < ，就有 ( )
[ ]( ); , 1

t
V h

εω
α βΦ

≤
+

。设 ( )δ τ 为一个正值

函数，因为对每个 [ ],τ α β∈ ， ( ) ( )lim k

k
x xτ τ

→∞
= ，存在 ( )P Nτ ∈ ，使得 ( )k P τ≥ ，有 ( ) ( ) ( )kx xτ τ δ τ− < ， 

所以，只要 ( )k P τ≥ ，就有 

( ) ( )( ) [ ]( )
.

; , 1
kx x

V h
εω τ τ
α βΦ

− ≤
+

 

不等式(9)有如下形式 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]( ) ( ) ( )2 1, , ; .
; , 1

kf x f x g t g t V h J J
V hττ

ετ τ µ
α β Φ

Φ

− − ≤ =
+

 

其中 ( ) ( )( ),Jτ τ δ τ τ δ τ∈ ⊂ − + ， 

( )( ) ( )( ) ( )( )2 1, , , ,k k kf x J f x t f x t
τ τ τ

= −  

( ) ( ) ( )2 1, , , ,f x J f x t f x tτ τ τ= −
 

对 [ ],α β 的任何分化 0 1 kt t tα β= < < < =� ，以及对每个区间 1, , 1, 2, ,j jt t j k−  =  � 的 jδ -精细分化 

{ }1, , , 1, 2, ,j j j
i i i iD t t i mξ − = =  � ，积分 ( ) ( )

1
, dj

j

t
st

f x s g s
−
∫ 存在，有 

( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) [ ]( )

1

1

1

1
1 1

1
1 1

, d

, d ,

,

; , ,

i

i

j
i

j
i i

j

j
i

k t k
t sj

mk t k k j j j
i i it sj i

mk
k j j j

i i i
j i

f x s g s

f x s g s f x g t g t

f x g t g t

h h V h

ξ

ξ

ξ

ξ

ε β α ε α β

−

−

=

−
= =

−
= =

Φ

≤ − −

+ −

≤ +Φ − ≤ +

∑∫

∑ ∑∫

∑ ∑
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其中 ( )( ) ( )( ) ( )( )1, , ,
i i i

k k k
i i iF x J F x t F x t

τ τ τ −= − 由 ε 的任意性，有 

( )( ) ( ) [ ]( )
11

, d ; , .i

i

k t k
t sj

f x s g s V hε α β
−

Φ
=

≤ +∑∫
 

由控制收敛定理(见文献[11]定理 1.28)，积分 [ ]: , nx Rα β →  ( )( ) ( ), dk

s
f x s g s

β

α∫ 存在且(8)式成立。 

推论 1 如果 ( ), ,f F h ωΦ∈ Ω 且， [ ] [ ]0 0, ,t tα β σ⊂ + ，是有限阶梯函数序列 ( )kx t 逐点收敛的极限， 

使得对每个 [ ],t α β∈ ， ( ),tx t ∈Ω，及 ( )( ), , 1, 2,k

t
x t k∈Ω = �，则积分 ( )( ) ( ), dk

t
f x t g t

β

α∫ 存在。 

证明  由定理 2 知，只需证明对每个阶梯函数 [ ]: , nRϕ α β → ， ( )( ) ( ), dk

t
f x t g t

β

α∫ 存在，由 Kurzweil 

积分的定义及文献[11]定理 1.14 容易证明，对每个有限阶梯函数 [ ]: , nRϕ α β → ，积分 ( ) ( ), dtf x t g t
β

α∫ 存在。 

4. 无限滞后测度泛函微分方程 Φ有界变差解的存在性 

本文主要研究无限滞后测度泛函微分方程满足初值条件 ( )0x t ϕ= 的Φ有界变差解的局部存在性定理。

在本节中 ( )uΦ 满足(C1)和(C2)，假定 [ ] 1
0 0: ,h t t Rσ+ → 是单调增加的左连续函数，而 [ ) 1: 0, Rω +∞ → 是

单调连续函数，且满足 ( )0 0ω = 。定义一个辅助函数 ( ]( )0, , nx BV t Rσ−
Φ∈ −∞ + ： 

( )
( ) [ ]
( ) ( ]

0 0

0 0

,         ,

,  ,

x t t t t
x t

t t t t

σ

ϕ

 ∈ += 
− ∈ −∞

 

以上定义确保在 ( ],0−∞ 上满足初值条件 ( )0x t ϕ= 。 
定理 1 设 ( ), ,f F h ωΦ∈ Ω ，且对 ( ]1 2, ,0θ θ ∈ −∞ ，有 

( ) ( ) [ ]( )
1 2

1 2 0
, ( ,0]
sup ; ,V h t t

θ θ
ϕ θ ϕ θ Φ

∈ −∞
− ≤                           (11) 

则对每个 ( )0 ,t ϕ ∈Ω，存在Δ 0> ，使得方程(2)在区间 ( ] ( ]0 0, Δ ,t t σ−∞ + ⊂ −∞ + 上存在一个 Φ有界变差解 

( ]( )0, Δ , nx BV t R−
Φ∈ −∞ + 满足初值条件 ( )0x t ϕ= 。 

证明  因为 O 为开集，则存在Δ 0> ，如果 [ ]0 0,t t t σ∈ + 及 nx R∈ ，使得 [ ]( )0; ,x V h t tϕ Φ− ≤ ，则 

( ),x t ∈Ω，定义 

( ]( ){ [ ]( )}0 0, , : ; , .nQ x BV t R x V h t tσ ϕ−
Φ Φ= ∈ −∞ + − ≤

 
令 ( ]( )0, , nQ BV t Rσ−

Φ⊂ −∞ + ，其中 ( ]( )0, , nBV t Rσ−
Φ −∞ + 表示 ( ]0, t σ−∞ + 上所有Φ有界变差左连续函数。 

如果 ,x y Q∈ ， [ ]0,1α ∈ 则 ( )1x y Qα α+ − ∈ ，所以 ( ]( )0, Δ , nQ BV t R−
Φ⊂ −∞ + 是凸的。 

其次，证明 Q 是 ( ]( )0, Δ , nBV t R−
Φ −∞ + 中的闭集。设 ,  kx Q k N∈ ∈ 是 ( ]( )0, Δ , nBV t R−

Φ −∞ + 中收敛于

函数 x 的序列，即 lim 0k

k
x x

Φ→∞
− = ，则由文献[7]定理 3.11，有 

( ]( ) ( )0; , Δ 0,  ,kV x x t kΦ − −∞ + → →∞  

从而， ( )kx t 在 ( ]0, Δt−∞ + 中一致收敛于 ( )x t  (见文[7]定理 3.21)。所以对任意的 [ ]0 0,t t t σ∈ + ，从而对任

意的 0ε > ，当 k N∈ 充分大时，有 

( ) ( ) ( ) ( )

[ ]( ) [ ]0 0 0; , ,  , Δ ,

k kx t x t x t x t

V h t t t t t

ϕ ϕ

ε Φ

− ≤ − + −

< + ∈ +
 

从而 
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( ) [ ]( ) [ ]0 0 0; , , , Δ ,x t V h t t t t tϕ Φ− ≤ ∈ +  

所以 x Q∈ ，即 Q 闭。对 x Q∈ ，定义映射 

( )
( ) ( ) ( ) [ ]
( ) ( ]

0
0 0

0 0

0 , d ,   ,

,                            ,

t
st

f x s g s t t t
Tx t

t t t t

ϕ σ

ϕ

 + ∈ += 
 − ∈ −∞

∫  

对 [ ]0 0, Δt t t∈ + ，积分 ( ) ( )
0

, d
t

st
f x s g s∫ 存在，所以映射 T 是有意义的。 

当 [ ]0 0, Δt t t∈ + 时，有 

( ) ( ) ( ) [ ]( )
0

00 , d ; , .
t

st
T x f x s g s V h t tϕ Φ− = ≤∫  

对每个 [ ]0 0,t t t σ∈ + ， ( ],0θ ∈ −∞ ，令 

( ] ( ) ( )0, ,  ,s t t y t Tx tθ σ= + ∈ −∞ + =  

则由(11)式有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) [ ]( )

1 2

0 1 2

1 2 0
, ( ,0]
sup ; , .

y t Tx t s t

V h t t
θ θ

ϕ ϕ ϕ ϕ θ ϕ θ ϕ θ

ϕ θ ϕ θ Φ
∈ −∞

− = − = − − = −

≤ − ≤
 

其中 1 0 2,s tθ θ θ= − = 。因此对于 x Q∈ ，有Tx Q⊂ ，即有映射 :T Q Q→ 。 
以下说明映射 :T Q Q→ 连续。设 , ,  kx x Q k N∈ ∈ ，且 lim 0k

k
x x

Φ→∞
− = ，则 ( )kx t 在 [ ]0 0, Δt t t∈ + 上 

一致收敛于函数 ( )x t 。对 [ ]1 2 0 0, , Δt t t t∈ + ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2

1
2 2 1 1 , , d .

tk k k
tt t

T x t Tx t Tx t Tx t f x t f x t g t − − + = −  ∫  

则对任意的 0ε > ，存在正值函数 ( )δ τ ，使得对 [ ]1 2,t t 的任何δ -精细分划 [ ]( ){ }1, , , 1, 2, ,i i iD i mτ α α−= = � ，

满足 ( ) ( )1i i i i i i iτ δ τ α τ α τ δ τ−− < ≤ ≤ < + ，有 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

2

1

2 2 1 1

1 1
1

, , d

, , , ,τ ττ τ
ε α α α α− −

=

− − +

 = −  

 < + − − +  

∫

∑ i ii i

k k

t k k
t t

m
k k

i i i i
i

Tx t Tx t Tx t Tx t

f x t f x t g t

f x f x f x f x

           (12) 

由(4)和(12)式，有 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2 2 1 1

1
1

11 1
max .

k k

m
k

i i i i
i

m
k

i i i ii m i

Tx t Tx t Tx t Tx t

x x h h

x x h h

ε ω τ τ α α

ε ω τ τ α α

−
=

−≤ ≤ =

− − +

< + − Φ −

< + − Φ −

∑

∑

 

由 0ε > 的任意性，则 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) [ ]( )

2 2 1 1

1 21 1
max ; , .

k k

m
k

i ii m i

Tx t Tx t Tx t Tx t

x x V h t tω τ τ Φ≤ ≤ =

− − +

< − ∑
 

其中 [ ]1 2 0 0, , Δt t t t∈ + ，所以对 [ ]0 0, Δt t + 的任何分划 0 0 1 0nt tβ β β= < < < = + ∆� ，有 
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( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

1 1
1

111
max ; , ,

n
k k

j j j j
j

n
k j j

i i j ji mj

Tx Tx Tx Tx

x x V h

β β β β

ω τ τ β β

− −
=

Φ −≤ ≤=

Φ − − +

 < Φ −  

∑

∑
               (13) 

其中 

( ) ( )( ) ( )1, , ,  1, 2, , ,  1, 2, , ,  0,j j j j j j j j
i i i i i i i ii m j nτ α α τ δ τ τ δ τ δ τ− ∈ ⊂ − + = = >  � �  

1 0 1 ,
j

j j j
j m jβ β β β β− = < < < =�

 
因此对 [ ]0 0, Δt t t∈ + ， ( ) ( )lim k

k
x t x t

→∞
= 一致成立，且函数ω 在 0 点连续且 ( )0 0ω = ，则对任意的 0 1ε< < ， 

存在 K N∈ ，使得对 k K≥ ，有 

( ) ( )( )1
max k j j

i ii m
x xω τ τ ε

≤ ≤
− <  

所以，由(13)式，有 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

1 1
1

1
1

; , .

n
k k

j j j j
j

n

j j
j

Tx Tx Tx Tx

V h

β β β β

ε β β

− −
=

Φ −
=

Φ − − +

 < Φ Φ  

∑

∑
                     (14) 

因为 ( )uΦ 满足(C2)则 ( )u
u

Φ
不减，见文献[7]定理 1.03，于是有 

( )( )
( )( )
( ) ( )

[ ]( )( )
[ ]( ) ( ) ( )( )
[ ]( )( )

1
1

1

1
1 1

0 0
1

10 0

0 0

; ,

; ,
; ,

; ,

; , Δ

; , Δ

; , Δ

n

j j
j

n j j

j j
j j j

n

j j
j

V h

V h
V h

V h

V h t t
V h h

V h t t

V h t t

β β

β β
β β

β β

β β

Φ −
=

Φ −

Φ −
= Φ −

Φ
Φ −

=Φ

Φ

 Φ  

 Φ    =    

Φ +
≤ −

+

≤ Φ +

∑

∑

∑

 

由(14)式，有 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )
( ) [ ]( )( )

1 1
1

1
1

0 0

; ,

; , Δ .

n
k k

j j j j
j

n

j j
j

Tx Tx Tx Tx

V h

V h t t

β β β β

ε β β

ε

− −
=

Φ −
=

Φ

Φ − − +

 ≤ Φ Φ  

≤ Φ Φ +

∑

∑  

所以 

[ ]( )0 0lim , , Δ 0,k

k
V Tx Tx t tΦ→∞

− + =  

由文献[7]定理 3.11， lim 0k

k
Tx Tx

Φ→∞
− = ，即 T 是连续映射。 

下面证明 :T Q Q→ 是紧的。设 ,  kx Q k N∈ ∈ 在变差意义下{ }
1

k

k
x

∞

=
有界，由文献[7] Helly’extracting  
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定理存在子序列，逐点收敛于 ( ) ( ]( )0, Δ , nx t BV t R−
Φ∈ −∞ + 。令 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) [ ]
( ) ( ]

0
0 0

0 0

0 , d ,  ,

,                           ,

ϕ

ϕ

 + ∈ + ∆= = 
 − ∈ −∞

∫
t

st
f x s g s t t t

y t Tx t
t t t t

 

则 ( ]( ) ( ) ( )0, Δ , ,  ny BV t R y t Tx t−
Φ∈ −∞ + = ，且 

lim lim 0,k k

k k
Tx y Tx Tx

Φ Φ→∞ →∞
− = − =  

从而 T 是紧的。由 Schauder 不动点定理，至少存在一个 x Q∈ ，使得 x Tx= ，也就是说 x 是无限滞后测

度泛函微分方程在 ( ]0, Δt−∞ + 上满足初始条件 ( )0x t ϕ= 的一个 Φ有界变差解。 

注 1 对于函数 ( )uΦ ，如果
( )

0
u

u
Φ

< < +∞，则由文献[7]定理 1.15有 ( ] ( ]0 0, Δ , ΔBV t BV tΦ −∞ + = −∞ + ， 

其中 ( ]0, ΔBV t−∞ + 表示通常意义下 ( ]0, Δt−∞ + 上 Φ有界变差函数的全体。 

注 2 对于函数 ( )uΦ 如果
( )

0
lim 0

u

u
u+→

Φ
= ，则由文献[7]定理 1.15 有 ( ] ( ]0 0, Δ , ΔBV t BV tΦ −∞ + ⊂ −∞ + ，

例如 ( ) pu uΦ = ，1 p< < +∞，则
( )

0
lim 0

u

u
u+→

Φ
= 。 
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