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摘  要 

针对服从指数威布尔分布的逐步II型删失模型，分别用极大似然方法和贝叶斯方法对指数威布尔分布的

两个未知参数进行了估计。其中，使用Newton-Raphson方法获得了参数的极大似然估计值，使用

Metropolis-Hastings算法获得了参数的贝叶斯估计值。通过蒙特卡洛方法对这两种估计方法的性能进行

了评估，结果表明两种方法的估计效果都很好，且贝叶斯估计优于极大似然估计。最后，通过分析一组

实际数据进一步证明了本文所提估计方法的精确性。 
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Abstract 
The maximum likelihood method and Bayesian method are used to estimate the two unknown 
parameters of the exponential Weibull distribution for the progressively type II censoring model 
that follows the exponential Weibull distribution. The maximum likelihood estimation of para-
meters is obtained by Newton-Raphson method, and the Bayesian estimation of parameters is ob-
tained by Metropolis-Hastings algorithm. The performance of these two estimation methods is 
evaluated by Monte Carlo method. The results show that the estimation effects of the two methods 
are very good, and Bayesian estimation is better than maximum likelihood estimation. Finally, the 
accuracy of the proposed estimation method is further proved by analyzing a group of actual data. 
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1. 引言 

威布尔分布的单调危险函数无法适应实际应用中经常出现的非单调危险率，为了解决此问题，

Mudholkar 等[1]提出了指数威布尔分布。作为威布尔分布的推广，指数威布尔分布被广泛应用于生物医

学、精算、航空航天等诸多领域[2]。近年已有大量文献对该分布在完全数据的情况下进行了参数估计的

研究，桂国祥等[3]在线性损失下研究了指数威布尔分布的经验 Bayes 问题，并证明了所提的经验 Bayes
检验函数满足渐近最优性；杨冬霞等[4]在复合 Mlinex 损失函数下研究了指数威布尔分布的 Bayes 估计、

E-Bayes 估计和多层 Bayes 估计。 
然而在大多数寿命试验中，考虑到效率和花费等问题，实验数据并不能被全部观测，研究者希望能

撤出一部分未失效个体，所以就产生了删失数据方案。常见的删失数据方案有定时删失、定数删失、区

间删失、I 型删失和 II 型删失等。基于删失数据的统计推断问题一直被广泛研究，姜宁宁等[5]在定时截

尾数据下，通过数据填充的方法，研究了威布尔分布的可靠度置信限；何朝兵等[6]在左截断右删失数据

下，使用 EM 算法对几何分布进行了参数估计；魏艳华等[7]使用混合 Gibbs 算法，分别在分组数据和定

数截尾场合对指数威布尔分布的参数进行了估计；王纯杰等[8]在右删失数据下对部分线性模型进行了贝

叶斯P-样条估计，并将其应用于卵巢癌生存时间数据中；龙兵等[9]提出了一种新的双定数混合截尾方案，

并在该截尾方案下研究了两参数 Pareto 分布的参数估计和可靠性指标估计。 
在逐步删失方案下对寿命分布的研究有很多，但对指数威布尔分布的研究仍处于空白；提前给定删

失方案有较大的局限性，随即移除更贴合现实情况；绝大多数关于参数估计的文献都是假设已知其中某

一个参数来估计另一个未知参数，但在实际应用中，并不能提前已知某一个参数。因此，本文在带有随

机移除的逐步 II 型删失方案下，研究了指数威布尔分布的两个未知参数的估计问题，本文其余部分内容

如下：第二节介绍了本文所涉及的指数威布尔模型、逐步 II 型删失模型和带有随机移除的逐步 II 型删失

模型；第三节计算了未知参数的极大似然估计；第四节使用 Metropolis-Hastings 算法计算了未知参数的

贝叶斯估计；第五节使用蒙特卡洛模拟对本文所提的两种估计进行了比较；第六节对一组真实数据进行

了分析，进一步证明了本文所提两种估计的精确性。 

2. 模型简介 

2.1. 指数威布尔模型 

定义 1 设 x 为随机变量，若其密度函数为： 

( ) ( ) 1
1 1 , 0, 0, 0x xf x x e e x

α α θ
αθα θ α

−
− − −= − > > >                            (1) 

则称 X 为服从参数为θ 和α 的指数威布尔分布，其分布函数为： 
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( ) ( )1 , 0, 0, 0xF e x
α θ

θ α−− > > >x =                                 (2) 

显然，当 1θ = 时，指数威布尔分布与威布尔分布形式相同；当 1θ = ， 1α = 时，指数威布尔分布与

标准指数分布形式相同。 

2.2. 逐步 II 型删失模型 

假设有 n 个相同的部件同时进行寿命测试实验，在实验进行前预先指定一个小于 n 的数 m ，第一个

部件失效时，记录失效时间 1: :m nx ，并在剩余的 1n − 个未失效部件中随机移除 1R 个，第二个部件失效时，

记录失效时间 2: :m nx ，并在剩余的 12n R− − 个未失效部件中随机移除 2R 个，以此类推，直至第 m 个部件

失效时，记录失效时间 : :m m nx ，并把剩余的 1 2 1mn m R R R −− − − − − 个未失效部件全部移除，其中删失方

案 ( )i 1, 2, ,iR m=  为提前给定的常数，记逐步 II 型删失样本为 ( ): :1: : 2: :, , ,
m m nm n m nx x x=x  。 

2.3. 带有随机移除的逐步 II 型删失模型 

逐步 II 型删失模型中删失方案 iR 是提前给定的常数，但是在实际应用中，删失方案通常会受到很多

因素的影响，具有很大的随机性，假设删失方案 iR 为服从概率为 ( )0 1p p< < 的二项分布的随机变量，其

余实验流程按逐步 II 型删失模型的实验流程进行，即可得到带有随机移除的逐步 II 型删失样本。 

3. 极大似然估计 

假设 ( ): :1: : 2: :, , ,
m m nm n m nx x x=x  为服从指数威布尔分布的带有随机移除的逐步 II 型删失样本，删失方

案为 ( )1 2 m, , ,R R R=R  ，方便起见，记删失样本为 ( )1 2, , , mx x x=x  ，删失样本 x 基于删失方案R 的似

然函数为： 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
1

1
1

1

, 1

1 1 1

i

i
i i i

m R
i i

i
Rm

x x xm m
i

i

L C f x F x

C x e e e
α α αθ θ

α

θ α

θ α

=

−
− − −−

=

 = − 

 = − − −  

∏

∏

x
                      (3) 

其中， ( )( ) ( )1 1 2 1 21 2 1mC n n r n r r n r r r m= − − − − − − − − − − +  。 
因此，对数似然函数为： 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 1

1 1

ln , ln ln ln 1 ln

1 ln 1 ln 1 1i i

m m

i i
i i

m m
x x

i
i i

L C m m x x

e R e
α α

α

θ

θ α θ α α

θ

= =

− −

= =

= + + + − −

 + − − + − −  

∑ ∑

∑ ∑
                      (4) 

对式(4)分别关于θ 和α 求偏导并令其等于 0，可得： 

( ) ( ) ( ) ( )
( )1 1

1 ln 1ln ,
ln 1 0

1 1

i i

i

i

x x
m m

x
i

xi i

e eL m e R
e

α α

α

α

θ

θ

θ α
θ θ

− −

−

−= =

− −∂
= + − − =

∂ − −
∑ ∑                    (5) 

( )

( )
( )

( )

1 1
1

1 1

ln ,
ln ln

1 lnln
1 0

1 1 1

i i
i

i i

m m

i i i
i i

x x
xm m i i

i i
ix xi i

L m x x x

e e x xe x x
R

e e

α α
α

α α

α

θ
α

α

θ

θ α
α α

θ
θ

= =

−
− −

−

− −= =

∂
= + −

∂

−
+ − − =

− − −

∑ ∑

∑ ∑
                (6) 
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参数θ 和α 的极大似然估计值 MLθ 和 

MLα 可通过同时求解非线性方程(5)和(6)获得，显然方程(5)
和(6)很难得到解析解。为了解决这个问题，可在 R 软件中使用 Newton-Raphson 方法获得参数的极大

似然估计。 

4. 贝叶斯估计 

与极大似然估计不同，贝叶斯估计不完全依赖于观测到的样本数据，在此基础上，贝叶斯估计结合

了样本的先验信息进行推理和分析，因此，贝叶斯方法能更客观、合理地描述参数。选择适当的先验分

布，可以提高贝叶斯方法下估计的准确性，一般来说，由于形式简单，共轭先验分布是首选。然而，当θ

和α 都未知时，参数的联合共轭先验不存在，鉴于以上情况，Nassar [10]建议采用如下形式的二元先验

密度函数： 

( ) ( )
v

1
1 , 0v e

v

θ
ααπ θ α θ θ

− −−= >
Γ

 

( )2
1 , 0be
b

α

π α α
−

= >  

其中， ( )1π θ α 是假设α 和 v都已知的伽马先验密度函数， ( )2π α 是假设 b 已知的指数密度函数。因此，

α 和θ 的二元先验密度函数可以写成： 

( ) ( )( ) ( )2 /1 1, , 0, 0
b bv vb v e

α θ α
π α θ α θ θ α

− +− − −= Γ > >                           (7) 

结合式(3)和式(7)可知参数α 和θ 的联合后验密度函数为： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )2

1 2

1 20 0

1/1 1

1

,
,

,

1 1 1
i

i i i

Rmb b x x xm v m v
i

i

L

L d d

e x e e e
α α αθ θα θ α α

π θ α π α θ α
π α θ

π θ α π α θ α θ α

α θ

∞ ∞

−− + − − −− + − −

=

=

 ∝ − − −  

∫ ∫

∏

x
x

x
                (8) 

从式(8)可以看出，贝叶斯估计量不能以闭合形式获得，所以使用数值方法来计算贝叶斯估计值。Gibbs
抽样是一种常用的估计特定分布属性的方法，可将复杂且难以计算的期望简单化。Gibbs 抽样下的

Metropolis-Hastings (MH)算法更容易从后验分布生成样本，该算法建立了一个稳定分布的马尔科夫链，

并使其达到稳定状态，所以 MH 算法易于实现，并且有助于降低高维分布的操作复杂性。本文将使用

MH 算法获得参数的贝叶斯估计值，算法具体过程如下： 
步骤 1 给定参数的初始值： ( )0 0,θ α ； 

步骤 2 取建议分布为正态分布，利用二元正态分布 ( )( )2 1 1, ,q q MHN θ α− − ∑ 生成候选值 ( ),θ α∗ ∗ ，其中 

MH∑ 是参数的方差–协方差矩阵， 1,2, ,q N=  ； 

步骤 3 构造判断标准：
( )

( )1 1

,
min 1,

,q q

π θ α
γ

π θ α

∗ ∗

− −

  =  
  

x

x
，其中 ( )π ⋅ x 是对应的联合后验密度函数； 

步骤 4 利用均匀分布 ( )0,1U 生成u ； 
步骤 5 使用判断标准进行比较和筛选：如果u γ< ，则接受该提案，并令 ( ) ( ), ,q qθ α θ α∗ ∗= ，否则，

令 ( ) ( )1 1, ,q q q qθ α θ α− −= ； 

步骤 6 将步骤 2~5 重复 N 次，获得样本 ( )1 2, , , Nθ θ θ 和 ( )1 2, , , Nα α α ； 
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步骤 7 为了保证收敛性并消除初值选择的影响，去除前 0N 个样本； 

步骤 8 使用剩余的 0N N− 个样本计算贝叶斯估计值：

0 10

1 N

MH q
q NN N

θ θ
= +

=
− ∑ ，

0 10

1 N

MH q
q NN N

α α
= +

=
− ∑ 。 

5. 数值模拟 

蒙特卡洛方法是一种重要的统计分析方法，在本节中使用该方法评估前面章节所提估算方法的性能

和效率。首先，按照 Wang 等[11]提出的方法，推导了服从指数威布尔分布的带有随机移除的逐步 II 型

删失样本的算法： 

步骤 1 利用二项分布
1

1
,

i

i j
j

R B n m R p
−

=

 
− − 

 
∑ 生成每次有部件失效时移除的部件数 1 2, , , mR R R ； 

步骤 2 利用均匀分布 ( )0,1U 生成m个独立同分布的随机变量 1 2, , , mU U U ； 
步骤 3 计算 ( )1 11/ m m m ii R R R

i iV U − − ++ + + += 

， 1,2, ,i m=  ； 
步骤 4 计算 1 11i m m m iW V V V− − += −  ， 1,2, ,i m=  ； 

步骤 5 对于给定的θ 和α ，计算 ( ) ( ) 1/1 1/ln 1i ix F V y
αθ−  = = − −  ， 1,2, ,i m=  ，则 1 2, , , mx x x 为服

从指数威布尔分布的带有随机移除的逐步 II 型删失样本。 
基于以上随机样本，通过 R 软件可得到参数的极大似然估计值(MLE)和贝叶斯估计值(BE)。本文选

择了不同的样本量和有效样本量来更全面地研究所提方法的性能。为了比较极大似然估计和贝叶斯估计

的性能，分别计算了估计值的平均绝对偏差(AB)和均方误差(MSE)。估计过程重复 M 次，则平均绝对偏

差为 

1

1 N

iM
θ θ

=

−∑ ，均方误差为 ( )2

1

1 N

iN
θ θ

=

−∑ 。取参数 0.3p = 、 2b = 和 2v = ，将极大似然估计过程重复

1000 次，考虑 MH 算法的复杂性和算法程序运行的效率，将贝叶斯估计过程重复 100 次。模拟结果见表

1。在模拟中，用来生成删失方案的参数 p对估计值的影响不大，所以表 1 只展示 0.3p = 时的估计值。 
 
Table 1. Maximum likelihood estimation and Bayesian estimation of parameters 
表 1. 参数的极大似然估计和贝叶斯估计 

n m 

θ α 

MLE BE MLE BE 

AB MSE AB MSE AB MSE AB MSE 

10 5 2.3490 7.9607 0.9477 1.0143 1.4699 3.6992 0.4437 0.3420 

 7 1.5442 7.2515 1.0334 1.4430 1.0505 2.6790 0.2549 0.4346 

 9 0.4709 2.8048 0.6141 0.4796 0.2649 0.4572 0.2512 0.1942 

20 10 0.2271 1.0070 0.2183 0.3838 0.2493 0.3732 0.0838 0.1564 

 14 0.2181 0.7669 0.2233 0.3907 0.1413 0.1588 0.0519 0.0849 

 18 0.1877 0.7181 0.0944 0.3607 0.1201 0.1045 0.0409 0.0823 

40 20 0.1183 0.4036 0.0949 0.2685 0.1020 0.1013 0.0558 0.0633 

 30 0.0881 0.3133 0.0793 0.2159 0.0658 0.0571 0.0630 0.0580 

 35 0.0941 0.2829 0.0677 0.2080 0.0594 0.0478 0.0463 0.0390 

60 30 0.0760 0.2425 0.0614 0.1850 0.0578 0.0543 0.0428 0.0515 

 45 0.0692 0.2024 0.0520 0.1778 0.0526 0.0366 0.0325 0.0344 

 55 0.0562 0.1881 0.0381 0.1554 0.0419 0.0303 0.0303 0.0268 
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由表 1 的模拟结果可得出以下结论： 
1) 绝大多数估计值的平均绝对偏差和均方误差都很小，说明极大似然估计和贝叶斯估计的效果都很好。 
2) 由均方误差可知α 的估计性能优于θ 的估计性能；由平均绝对偏差可知α 的估计值比θ 的估计值

更接近真实值。 
3) 随着 n 或 m 的增加，所有估计值的平均绝对偏差和均方误差均减小，即有效数据越多，参数的模

拟效果越好。 
4) 贝叶斯估计优于极大似然估计。贝叶斯估计值有更小的平均绝对偏差和均方误差，这是因为与极

大似然方法相比，贝叶斯方法不仅考虑了样本信息，还考虑了未知参数的先验信息。 
5) 对于不适当的先验分布和超参数的选取，贝叶斯估计可能会有较大的偏差，模拟结果表明，本文

对先验分布和超参数的选取是合理的。 

6. 实例分析 

本节用 Nichols 等[12]提供的一组真实数据来说明本文提出的估算方法的实际应用价值。数据给出了

碳纤维断裂应力的 100 个观察值(单位：Gba)：3.7，2.74，2.73，2.5，3.6，3.11，3.27，2.87，1.47，3.11，
4.42，2.41，3.19，3.22，1.69，3.28，3.09，1.87，3.15，4.9，3.75，2.43，2.95，2.97，3.39，2.96，2.53，
2.67，2.93，3.22，3.39，2.81，4.2，3.33，2.55，3.31，3.31，2.85，2.56，3.56，3.15，2.35，2.55，2.59，
2.38，2.81，2.77，2.17，2.83，1.92，1.41，3.68，2.97，1.36，0.98，2.76，4.91，3.68，1.84，1.59，3.19，
1.57，0.81，5.56，1.73，1.59，2，1.22，1.12，1.71，2.17，1.17，5.08，2.48，1.18，3.51，2.17，1.69，
1.25，4.38，1.84，0.39，3.68，2.48，0.85，1.61，2.79，4.7，2.03，1.8，1.57，1.08，2.03，1.61，2.12，
1.89，2.88，2.82，2.05，3.65。Pal 等[13]证明了该组数据与指数威布尔分布的拟合度很高，并使用求解

似然方程的方法对指数威布尔分布的参数进行了估计，估计值为： 1.17262pθ = ， 2.57902Pα = 。 
基于这组真实数据，采用本文提出的两种估算方法对指数威布尔分布的参数进行估计，估计过程重

复 100 次，参数的估计值取其平均值，分别在有效样本为 50、65、80 和 95 的情况下进行参数估计，取

参数 0.3p = 、 2.5b = 和 0.5v = ，模拟结果见表 2。 
 
Table 2. Parameter estimation of carbon fiber fracture stress data under different scenarios 
表 2.碳纤维断裂应力数据在不同方案下的参数估计 

n m 
θ α 

MLE BE MLE BE 

100 50 1.240268 1.112251 2.527697 2.618386 

 65 1.234447 1.113793 2.530958 2.546927 

 80 1.137551 1.139689 2.618066 2.609336 

 95 1.195152 1.154443 2.543181 2.549304 
 

表 2 中的估计值与 Pal 计算出的估计值差距很小，说明了估计的精确性；同时表 2 中极大似然估计

值与贝叶斯估计值相差不大，这也侧面印证了本文所提估计方法的正确性。最后，表 2 进一步验证了数

值模拟所得的结论。 
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