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摘  要 

研究一类常微分方程支配的时间不一致控制问题。对时间区间离散化，构造序列最优控制问题，获得相

应的序列值函数，并证明了值函数序列收敛于相应最优控制问题的值函数。 
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Abstract 
A class of time-inconsistent control problems by governed ordinary differential equations is stu-
died. A sequence of optimal control problems is constructed by discretization of the time interval 
and its value sequence is obtained. We then prove that the value function sequence convergence to 
the value function of the corresponding to optimal control problems. 
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1. 引言 

我们引入如下的最优控制问题。设 0T > 和 mU R⊆ 是一个非空的有界闭凸集。控制取值集定义为： 

[ ] [ ] ( ){ }: |, , , 0 .s t u s t U u s t T≡ → ⋅ ∀ ≤ ≤ ≤ 可测  

问题(D)：对 ( ) [ ], 0, nr y T R∈ × ，在控制集 [ ],r T 求控制函数 ( )u ⋅ 使得 

( )( )
( ) [ ]

( )( ) ( )
,

, ; inf , ; , ,
u r T

r y uW W r y u V r y
⋅ ∈

⋅ = ⋅ = 


 

满足： 

( ) ( ) ( )( ) [ ]
( )

, , , , ,

.

Y s g s Y s u s s r T

Y r y

 = ∈


=



 

其中， 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ), ; ; , , ; .
T

r
W r y u s s Y s u s s Y Tφ ψ⋅ = +∫  

关于问题(D)的研究，有一个前置的基本假设是时间一致性。研究的经典方法是 Bellman 最优性原理

和 Pontryagin 极大值原理。从 20 世纪初期开始至今，已经研究得比较成熟[1] [2]。但是，社会生活实践

并不是如此完美，往往表现为时间不一致性，时间不一致问题的数学模型可见[3] [4]。 
事实上，关于时间不一致问题的研究，其定性行为至少可以追溯到 1739 年 Hume [5]和 1759 年 Smith 

[6]的工作。但是，直至 20 世纪五十年代，Strotz [7]才对其数学公式化，在这之后，时间不一致问题的研

究主要包含实证研究和理论研究两个方面，吸引了大量数学家和金融学家的研究，取得了丰富的研究成

果[8]-[15]。 
本文在第一节中，我们将引入常微分方程支配的时间不一致控制问题的数学模型，并给出文中所需

要的必要的假设条件。在第二节中给出主要结果，以及相应的证明过程。最后，我们给出本文的总结。 

2. 数学模型和预备知识 

首先，我们引入时间不一致控制问题的数学模型。 
问题(TIP)：对 ( ) [ ], 0, nr y T R∈ × ，在控制集 [ ],r T 求控制函数 ( )u ⋅ 使得 

( )( )
( ) [ ]

( )( )
,

, ; inf , ; ,
u r T

W r y u W r y u
⋅ ∈

⋅ = ⋅


 

满足： 

( ) ( ) ( )( ) [ ]
( )

, , , , ,

.

Y s g s Y s u s s r T

Y r y

 = ∈


=



 

其中， 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ), ; ; , , ; .
T

r
W r y u r s Y s u s r Y Tφ ψ⋅ = +∫  

注意到，因问题(TIP)的运行泛函φ 和终端泛函ψ 显示依赖于初始时间，这意味着，随着控制的进行，
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目标泛函会因为时间的变化而变化，甚至导致控制系统已在变化。因此，问题(TIP)不同于问题(D)只是简

单地优化一个问题，而是优化一族问题。 
下面，我们引入如下假设条件： 
(P1)映射 [ ]: 0, n m ng T R R R× × → 连续，并且存在一个常数 0L > 使得： 

( ) ( ) ( ) [ ]1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2, , , , , 0, , , , , .n mg t y u g t y u L y y u u t T y y R u u R− ≤ − + − ∀ ∈ ∈ ∈  

(P2)映射 [ ] [ ]: 0, 0,n n mT R T R R Rφ × × × × → 和 [ ]: 0, nT R Rψ × → 连续。并且存在一个常数 0L > 使得： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

[ ]

1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2

1 1 2 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

; , , ; , , ,

; ; ,

, , 0, , , , , .n m

s t y u g s t y u L s s y y u u

s y s y L s s y y

t s s T y y R u u R

φ

ψ ψ

 − ≤ − + − + −


− ≤ − + −
∀ ∈ ∈ ∈

 

3. 主要结果 

现在，我们对时间区间 [ ],r T 离散化，构造下列序列最优控制问题。设 

0 1 2 1: .N Nr t t t t t T−∆ = < < < < < =  

首先，在时间区间 [ ]1,N Nt t− 上构造问题(TIPN)。 
问题(TIPN)对， ( )Δ

1 1
n

N NY t R− − ∈ 在控制集 [ ]1,N Nt t− 求控制函数 ( )Nu ⋅ 使得 

( ) ( )( )
( ) [ ]

( ) ( )( )
1

Δ Δ Δ Δ
1 1 1 1 1, 1, ; inf , ; .

N N N
N N N N N N N N N Nu t t

W t Y t u W t Y t u
−

− − − − − −⋅ ∈
⋅ = ⋅


 

满足： 

( ) ( ) ( )( ) [ ]
( ) ( )

Δ Δ
1

Δ
1 1 1

, , , , ,

.

N N N N N

N N N N

Y s g s Y s u s s t t

Y t Y t
−

− − −

 = ∈


=



 

其中， 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
1

Δ Δ Δ Δ Δ
1 1 1 1, ; ; , ; , .N

N

t
N N N N N N N N N N N Nt

W t Y t u t s Y s u s V t Y tφ
−

− − − −⋅ = +∫  

注意：这里 ( )( ) ( )( )Δ Δ Δ
1, ,N N N N N N NV t Y t t Y tψ −≡ 是为了记号的方便。 

对给定的初始对 ( )( )Δ
1 1 1,N N Nt Y t− − − ，这是一个经典的最优控制问题，可以利用 Bellman 最优性原理求

得最优对 ( ) ( )( )Δ Δ,N NY s u s 。进而可得相应的值函数： 

( )( ) ( ) ( )( )Δ Δ Δ Δ
1 1 1 1, , ; .N N N N N N N N NV t Y t W t Y t u− − − −= ⋅  

其次，在时间区间 [ ]2 1,N Nt t− − 上构造问题(TIPN−1)。 
问题(TIPN-1)对 ( )Δ

2 2
n

N NY t R− − ∈ ，在控制集 [ ]2 1,N Nt t− − 求控制函数 ( )1Nu − ⋅ 使得 

( ) ( )( )
( ) [ ]

( ) ( )( )
1 2 1

Δ Δ Δ Δ
1 2 2 2 1 1, 2 2 2 1, ; inf , ; .

N N N
N N N N N N N N N Nu t t

W t Y t u W t Y t u
− − −

− − − − − − − − − −⋅ ∈
⋅ = ⋅


 

满足： 

( ) ( ) ( )( ) [ ]
( ) ( )

Δ Δ
1 1 1 2 1

Δ
1 2 2 2

, , , , ,

.

N N N N N

N N N N

Y s g s Y s u s s t t

Y t Y t
− − − − −

− − − −

 = ∈


=



 

其中， 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )1

2

Δ Δ Δ Δ Δ
1 2 2 2 1 2 1 1 1 1 1 1, ; ; , ; , .N

N

t
N N N N N N N N N N N Nt

W t Y t u t s Y s u s V t Y tφ−

−
− − − − − − − − − − − −⋅ = +∫  
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同样，对给定的初始对 ( )( )Δ
2 2 2,N N Nt Y t− − − ，这也是一个经典的最优控制问题，可以利用 Bellman 最优

性原理求得最优对 ( ) ( )( )Δ Δ
1 1,N NY s u s− − 。进一步，可得值函数： 

( )( ) ( ) ( )( )Δ Δ Δ Δ
1 2 1 2 1 2 1 2 1, , ; .N N N N N N N N NV t Y t W t Y t u− − − − − − − − −= ⋅  

类似地，在时间区间 [ ]1,i it t− 上构造问题(TIPi)。 
问题(TIPi)对 ( )Δ

1 1
n

i iY t R− − ∈ ，在控制集 [ ]1,i it t− 求控制函数 ( )iu ⋅ 使得 

( ) ( )( )
( ) [ ]

( ) ( )( )
1

Δ Δ Δ Δ
1 1 1 1 1, 1, ; inf , ; .

i i i
i i i i i i i i i iu t t

W t Y t u W t Y t u
−

− − − − − −⋅ ∈
⋅ = ⋅


 

满足： 

( ) ( ) ( )( ) [ ]
( ) ( )

Δ Δ
1

Δ
1 1 1

, , , , ,

.

i i i i i

i i i i

Y s g s Y s u s s t t

Y t Y t
−

− − −

 = ∈


=



 

其中， 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
1

Δ Δ Δ Δ Δ
1 1 1 1, ; ; , ; , .i

i

t
i i i i i i i i i i i it

W t Y t u t s Y s u s V t Y tφ
−

− − − −⋅ = +∫  

根据 Bellman 最优性原理，关于问题(TIPi)，对给定的初始对 ( )( )Δ
1 1 1,i i it Y t− − − ，可以求得最优对

( ) ( )( )Δ Δ,i iY s u s 及其相应的值函数： 

( )( ) ( ) ( )( )Δ Δ Δ Δ
1 1 1 1, , ; .i i i i i i i i iY t Y t W t uY t− − − −= ⋅  

综上，对时间区间 [ ],r T 任意剖分 Δ，对 { }1,2, ,i N∀ ∈ 
，我们构造序列 ( )Δ

iY s ， ( )Δ
i sϕ 和 ( )Δ

iu s 。

定义： 

( ) ( ) [ ] ( )

( ) ( ) [ ] ( )

( ) ( )( ) [ ] ( )

1

1

1

Δ Δ
,

1

Δ Δ
0,

1

Δ
1 1 1 ,

1

,

,

, , ,

.

i i

i i

i i

N

i t t
i
N

i Nt t
i

N

i i i i t t
i

Y s Y s I s

s s I s t s t

V r y

u

V t Y s

u

t I

−

−

−

=

=

− − −
=


=




= ≤ ≤



=


∑

∑

∑

 

定理 2.1. 设(P1)-(P2)成立。则对 ( ) [ ] ( ) [ ], 0, , ,nr y T R u r T∀ ∈ × ∀ ⋅ ∈ 及对时间区间 [ ]0,T 的任意剖分Δ，

下式成立： 
( ) ( )( ) ( ) ( )( )Δ Δ Δ

1 1 1 1 1Δ 0
lim , ; , , .i i i i i i iW t Y t u W t Y t u− − − − −→

⋅ = ⋅  

证明：设 0 1 1: N Nr t t t t T−∆ = < < < = ，对 { }1,2, ,i N∀ ∈ 
。 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) [ ] ( ) [ ] ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

[ ] ( )

1 11

1 11

1

Δ Δ Δ
1 1 1 1 1

Δ Δ
1 1 , ,

1
Δ Δ

1 1 , ,

1

1 ,

, ; , ,

; , ; ; , ; d

; , ; ; , ; d

, ,

i

i i i ii

i

j j j ji

i i

i i i i i i i

t
i i i t t t tt

N t
j j j t t t tt

j i

N N N N

i it t

W t Y t u W t Y t u

t s Y s u s s s Y s u s s

t s Y s s s s Y s s s

t Y t t Y

u

t

L s t Y

u

s Y

φ φ

φ φ

ψ ψ

− −−

+ +−

−

− − − − −

− −

−

+ +       =

−

− −

⋅ − ⋅

≤ −

+ −

+ −

≤ − + −

∫

∑ ∫

( ) [ ] ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1 1

Δ Δ
1 1,

Δ Δ
1 1 1 1 1, ,

.

i i

j j j j

i i it t

N

i j j j j N Nt t t t
j i

s u s u s t t

L s t Y s Y s s u s t t L t tu

−

+ +

−

− + + + −      =

+ − −

 + − + − + − − + − 
 ∑
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因此，当 Δ 0→ 时， ( ) ( )( ) ( ) ( )( )Δ Δ Δ
1 1 1 1 1, ; , , 0i i i i i i iW t Y t u t Y t u− − − − −⋅ − ⋅ → ，即： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )Δ Δ Δ
1 1 1 1 1Δ 0

lim , ; , , .i i i i i i iW t Y t u W t Y t u− − − − −→
⋅ = ⋅  

定理 2.2. 设(P1)~(P2)成立。对时间区间 [ ]0,T 的任意剖分Δ，则有： 

( ) ( ) ( ) [ ]Δ

Δ 0
lim , , , , 0, .nV r y V r y r y T R
→

= ∀ ∈ ×  

证明：任意取 [ ]0,T 的一个剖分Δ，对 i N= 和 ( ) [ ]1, , n
N Nr y t t R−∈ × ，我们有： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ] ( ) [ ] ( )( )
( )( ) ( )( )

Δ Δ Δ
1 , ,

Δ
1

, , ; , ; ; , ; d

, , .

N

N N

t
N N N r t r tr

N N N N N

V r y V r y t s Y s u s s s Y s u s s

t Y t t Y t

φ φ

ψ ψ

−

−

− ≤ −

+ −

∫
 

显然，在假设条件下，当 Δ 0→ 时， ( ) ( )Δ , ,V r y V r y→ 。 
对 1 1i N∀ ≤ ≤ − 和 0ε∀ > ，存在 ( ) [ ], iu r tε ⋅ ∈ 使得 

( )( ) ( ), ; , .iW r y u V r yε ε⋅ − <  

则对 ( ) [ )1, , n
i ir y t t R−∀ ∈ × ， 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )Δ Δ Δ Δ
1 1 1 1 1 1, , , ; , , , ; , , .i i i i i i i iV r y V r y W t Y t r y u W t Y t r y uε ε ε− − − − − −− < ⋅ − ⋅ +  

因此， 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )2Δ Δ Δ,
1 1, , , , .u

i i i i i i i iV r y V r y L t t V t Y t V t Y t
ε ε ε− −− ≤ − + − +  

又因为 

( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) [ ] ( ) [ ] ( )( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

1

1 1

Δ Δ,
1

Δ,
1 1 , ,

Δ Δ,
1 1 1 1 1 1

2 Δ Δ,
1 1 1 1 1 1 1

, ,

; , ; ; , ; d

, ,

, , .

i

i i i ii

u
i i i i i i

t u u
i i i t t t tt

u u
i i i i i i

u u
i i i i i i i i

V t Y t V t Y t

t s Y s u s s s Y s u s s

V t Y t V t Y t

L t t V t Y t V t Y t

ε

ε ε

ε ε

ε ε

ε

φ φ+

+ +

−

+ +

+ + + + + +

+ + + + + + +

−

≤ −

+ −

≤ − + −

∫
 

类似地，我们可得到 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )

( )

1 2
1 1

2
1

, ,

, ,

.

N

j j N N N N N
j i

N

j j
j i

V r y V r y

L t t t Y t t Y t

L t t

ψ ψ

∆

−
∆ ∆

− −
=

−
=

−

≤ − + −

≤ −

∑

∑

 

所以，当 Δ 0→ 时， 

( ) ( )Δ , , 0.V r y V r y− ≤  

同样，当 Δ 0→ 时，我们可得： 

( ) ( )Δ0 , , .V r y V r y≤ −  

综上，我们证明了 ( ) ( )Δ

Δ 0
lim , ,V r y V r y
→

= 。 
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4. 结论 

因时间不一致控制问题不满足 Bellman 最优性原理，不能运用经典方法予以求解。因此，我们对时

间区间进行离散化，构造序列最优控制问题，获得了相应的值函数列，并证明了值函数列收敛于对应经

典问题的值函数。 
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