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Abstract

In this paper, we first study the structural constants of n−Lie algebras, which is a

natural generalization of Lie algebras and an algebraic system whose basic multipli-
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cation operations are linear operations of n−elements. Secondly, the definition and

properties of n−Poisson structure are derived by defining the n−Poisson bracket on a

manifold and the one-to-one correspondence between n−Lie algebras and n−Poisson

structure is obtained. Finally, we study the n−Lie algebras on cotangent bundles, and

give the relation between the comorphism of n−Lie algebras and n−Poisson mapping.
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1. Úó

n−o�ê[1, 2] (q¡� Filippov �ê, Nambu-Poisson �ê)´dc�éêÆ[ Filippov

31985cJÑ�, �dõ��êXÚ@®��@/A^�ÔnïÄ+�. 3 Nambu−åÆXÚ
¥[3, 4] [f1, · · · , fn] = det( ∂fi

∂xj
) ´�;.���Ã��n−o�ê�~f. CAc n−o�êk�2

��A^�m, ¦� n−o�ê�(���
��uÐ. 3[5]¥k�õ'u n−o�ê�SN. {¤

þ, Poisson (Ñt)�
ïÄ�;åÆXÚ�$Ä�§ÚÅð½Æ�Ä�¯K, 3�*ÿþ�êþ

Ú?
��V*Ò$�, �53�;åÆ�ïÄ¥å
��^, �¡�Ñt)Ò. d[6] Ú\�

Courant�ê�����~��5�´§��¡�m´��o2−�ê, ¦Ñt(��p�(��

��'. ^p�onØ��{ïÄÑtAÛ¥�¯K, Ø=Ur?�Æ���uÐ, �U�Ï·�^

�p�*:3�p��gþ5*	Ú)û¯K. n−o�ê�´é n−o�ê9�m�í2, ´3�

þmþ�ïÄ.

�©d[7]¥�ö�Ñ�o�ê��þ�m¥�Ñt(���éA'X, UYïÄ n−o�ê
n−Ñt(��éA'X. 36/M þ�NM�î�þ|�8Ü�k�þ|�)Ò$��¤
o�

ê, K3 C∞(M)þ��±Ú\)Ò$�, =Ñt)Ò. éA3p��þ|þ�� n−Ñt)Ò. �X

3�þmþÚ\
o�ê��½Â, UY?Ømþ n−Ñt6/�{� n−o�ê�.

2. n−o�ê�n−Ñt(��éA'X

½Â1. � [εi]´�þ�m gþ��|Ä, i = 1, · · · , dimg, K½Â�� n−o�ê(�~ê, X

e [εi1 , · · · , εin ]g =
∑n
k=1C

k
i1···inεk
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½Â2. [1]�� n−o�ê´���þ�m g ±9�� n−�5�é¡)Ò$�[·, · · · , ·]g :

∧ng → g, ¦�é?¿� εi, εj ∈ g, ±eÄ�ð�ª¤á:

[εi1 , · · · , εin−1
, [εj1 , · · · , εjn ]]g =

∑
k

[εj1 , · · · , εjk−1
, [εi1 , · · · , εin−1

, εjk ], εjk+1
, · · · , εjn ] (1)

½Â ad : ∧n−1g → gl(g)Xe,

adεi1 ,···,εin−1
: εjk → [εi1 , · · · , εin−1

, εjk ],∀εi, εj ∈ g (2)

Keq:n-Lie algebra�du adεi1 ,···,εin−1
´���f, =

adεi1 ,···,εin−1
[εj1 , · · · , εjn ]g =

n∑
k=1

[εj1 , · · · , adεi1 ,···,εin−1
εjk , εjn ]g. (3)

·K1.éu�� n−o�ê, Ù(�~ê÷v�ª

Clj1···jnC
m
i1···in−1,l

=
n∑
k=1

Cli1···in−1,jk
Cmj1···jk−1,l,jk+1···jn

y²

[εi1 , · · · , εin−1
,
n∑
l=1

Clj1···jnεl] =
n∑
k=1

[εj1 , · · · , εjk−1
,
n∑
l=1

Cli1···in−1,jk
εl, · · · , εjn ]

n∑
l=1

n∑
m=1

Clj1···jnC
m
i1···in−1,l

εm =
n∑
k=1

n∑
l=1

n∑
m=1

Cli1···in−1,jk
Cmj1···jk−1,l,jk+1···jnεm

Clj1···jnC
m
i1···in−1,l

=
n∑
k=1

Cli1···in−1,jk
Cmj1···jk−1,l,jk+1···jn

½Â3. [8]6/M þ� n−Ñt)Ò´�� n−�5N�{., ..., .} : C∞(M)×...×C∞(M) −→
C∞(M) ÷v:

(1) �é¡: é?¿� fi ∈ C∞(M), (1 ≤ i ≤ n), σ ∈ Sn (Sn´n�é¡+),

{f1, · · · , fn} = (−1)ε(σ){fσ(1), · · · , fσ(n)}.

(2) 4ÙZ[5�: é?¿� fi, g ∈ C∞(M), (1 ≤ i ≤ n),

{f1g, f2, · · · , fn} = f1{g, f2, · · · , fn}+ g{f1, f2, · · · , fn}.

(3) Ä�ð�ª: é?¿� fi, gj ∈ C∞(M), (1 ≤ i ≤ n− 1, 1 ≤ j ≤ n),

{f1, · · · , fn−1, {g1, · · · , gn}} =
n∑
j=1

{g1, · · · , {f1, · · · , fn−1, gj}, · · · , gn}.
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XJ {., ..., .} ´�� n−Ñt)Ò, K�3 n−�þ| π ∈ Γ(∧nTM)÷v π(df1 ∧ · · · ∧ dfn) =

{f1, · · · , fn}, ¡� n−Ñt�þ|. 3Ä [εi]e,n−Ñt�þ|�±L«�

π =
∑

Cki1···inεk
∂

∂εi1
∧ · · · ∧ ∂

∂εin
.

K�5 n−Ñt(�¤(½�(�~ê {Cki1···in}=� n−o�ê(��(�~ê.

��� g�éó�m g∗�Ä�[µi], ¦�< µi, εj >= δij#K g∗þ¼ê��f�:

df |µ =
n∑
i=1

∂f

∂εk
|µdεk|µ ∈ T ∗g∗|µ∀f ∈ C∞(g∗), µ ∈ g∗.

5¿� g�Ä�{ε1, · · · , εn}, T ∗g∗kÄ {dε1|µ, · · · , dεn|µ}, §��m�±ïáÓ�'XT ∗g∗|µ → g,

dεk|µ 7→ εk,∀k = 1, · · · , n,

2-

{f1, · · · , fn}(µ) =< µ, [df1|µ, · · · , dfn|µ] > .

Ù¥ <,> L«éó�m�m��é$�, Ïd

{f1, · · · , fn}(µ) =
n∑
k=1

∂f1

∂εi1
, · · · , ∂fn

∂εin
Cki1···inεk(µ).

AO�é g∗þ��I¼êk

{εi1 , · · · , εin}(µ) =
∑

Cki1···inεik(µ).

dd��
 g∗þ� n−�5Ñt(�, �±��±e½n.

½n1 �þ�m�Ùéó�mþ� n−o�ê(��mkg,���éA'X, ¦ü«(�k

�Ó�(�~ê.

e¡�Ñ n−Ñt(���d^�.

½n2 e {., ..., .} ´�� n−Ñt)Ò, Kk LXf1...fn−1
Π = 0

y² (
LXf1...fn−1

Π
)

(dg1, ..., dgn)

= LXf1...fn−1
(Π(dg1, ..., dgn)−

n∑
i=1

Π
(
dg1, ...,LXf1...fn−1

dgi, ..., dgn
)

= LXf1...fn−1
({g1, ..., gn})−

n∑
i=1

{g1, ...,LXf1...fn−1
gi, ..., gn}

= {f1, ..., fn−1, {g1, ..., gn}} −
n∑
i=1

{g1, ..., {f1, ..., fn−1, gi}, ..., gn}.
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� (M,π)´ n−�Ñt6/, §�)Ò� {f1, · · · , fn} = π(df1, · · · , dfn). �±p�Ñ��N�

π] : ∧n−1(M)→ X(M), ½ÂXe:

{f1, · · · , fn−1, g} = π(df1, · · · , dfn−1
, dg) =< Xf1,···,fn−1

, dg >

Ù¥ Xf1,···,fn−1
´d π(½�M�î�þ|

3. n−Ñt6/þ�{� n−o�ê�

½Â4[8]� M ´��6/, f : E → M ´�þm, 6/Mþ��� n−o�ê�´��n�
|(E, ρ,M), Ù¥ ρ : ∧n−1E → TM ´mN�, �3 Γ(∧n−1E) Ú X(M) �mp�
o�êÓ�,

=é?¿� f ∈ C∞(M), X1, · · · , Xn−1, Y ∈ Γ(E), k

[ρ(X1 ∧ · · · ∧Xn−1), ρ(Y1 ∧ · · · ∧ Yn−1)] =
n−1∑
i=1

ρ(Y1 ∧ · · · [X1, · · · , Xn−1, Yi] ∧ · · · ∧ Yn−1),

[X1, · · · , Xn−1, fY ] = f [X1, · · · , Xn−1, Y ] + ρ(X1 ∧ · · · ∧Xn−1)(f)Y.

ρ¡�eN�.

� (M,π) ´�� n−Ñt6/, �m V = TM þ�3�� n−Ñt(� πTM ¦�é?¿�

f1, · · · , fn k {f1T , · · · , fnT}TM = {f1, · · · , fn}T , ùp πTM ´�� n−Ñt(�, K�±3éóm

∧n−1T ∗M þ½Â�� n−o�ê�, Ù¥eN�÷v

ρ(df1, · · · , dfn−1) = Xf1,···,fn−1
= π](df1, · · · , dfn−1), ρ = π] : ∧n−1T ∗π → TM.

·K2. 3 n−o�ê��¡þ�)Ò÷v [df1, · · · , dfn−1] = d{f1, · · · , fn}.

y² � φdf1 = f1T , φ[df1,···,dfn] = {φdf1, · · · , φdfn} = {f1T , · · · , fnT} = {df1, · · · , dfn}T =

φd{f1,···,fn}

� α1, · · · , αn−1, αn ∈ Ω1(M)K½Â��n−{�mN�:

π](α1 ∧ · · · ∧n−1)(αn) = π(α1, · · · , αn−1, αn),

½Â)Ò

{α1, · · · , αn−1, αn} = LΠ](α1∧···∧αn−1)αn − LΠ](αn)(α1, · · · , αn−1)− dΠ(α1, · · · , αn−1, αn).

N´��

{α1, · · · , αn−1, fαn} = f{α1, · · · , αn−1, αn}+ Π](α1 ∧ · · · ∧ αn−1)(f)αn.

·���{�m n−o�ê�.
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½Â5 ���þm{��÷vXe��ã

E1
ΦE //

��

E2

��

M1
ΦM

//M2

ΦE : M1 →M2´ÄN�, �½���þm{��3�¡þ�±��.£N�

Φ∗E : Γ(E2)→ Γ(E1) (4)

½Â6 �E1 → M1 , E2 → M2 ´ü� n−o�ê�, e ΦE : E1E2 ´�� n−o�ê�{��,

´���þm{��XJ÷v:

(1).£N�(4)�)Ò5�,

(2)eN�÷v: ρ1(Φ∗E(Y1 ∧ · · · ∧ Yn−1)) ∼φM
ρ2(Y1 ∧ · · · ∧ Yn−1) �±��Xe��ã

E1
ΦE //

ρ1

��

E2

ρ2

��

TM1
TΦM

// TM2

� E2��¡´ Y1, · · · , Yn−1, Yn, f ´M2þ�1w¼ê, KkΦ∗[Y1, · · · , Yn−1, fYn]

= [Φ∗Y1, · · · ,Φ∗Yn−1, (Φ
∗f)Φ∗Yn], KÏL n−o�ê��½Â��úª:

((Φ∗(ρ2(Y1 ∧ · · · ∧ Yn−1)f))− ρ1(Φ∗(Y1 ∧ · · · ∧ Yn−1))(Φ∗f))Φ∗Yn = 0

ùy²
 (Φ∗(ρ2(Y1 ∧ · · · ∧ Yn−1)f)) = ρ1(Φ∗(Y1 ∧ · · · ∧ Yn−1))(Φ∗f).

½n3 �E1 →M1, E2 →M2 ´ü� n−o�ê�, �þm{�� ΦE : E1E2´�� n−�ê�
{����=�éóN� ΦE∗ : E∗1 → E∗2 ´�� n−ÑtN�.

y² éu{��ΦE : E1E2Ú?¿� Y1, · · · , Yn−1, Yn ∈ Γ(E2), k

φΦ∗
E
Yi

= Φ∗EφYi
.

�½�¡ Y1, · · · , Yn−1, Yn ∈ Γ(E2), f ∈ C∞(M2), k

φΦ∗
E

[Y1,···,Yn−1,Yn] = Φ∗Eφ[Y1,···,Yn−1,Yn] = Φ∗E{φY1
, · · · , φYn−1

, φYn
.}

φ[Φ∗
E
Y1,···,Φ∗

E
Yn−1,Φ∗

E
Yn] = {φΦ∗

E
Y1
, · · · , φΦ∗

E
Yn−1

, φΦ∗
E
Yn
} = {Φ∗EφY1

, · · · ,Φ∗EφYn−1
,Φ∗EφYn

.}

p∗1Φ∗E∗(ρ2((Y1 ∧ · · · ∧ Yn−1))f) = Φ∗E∗p∗2(ρ2((Y1 ∧ · · · ∧ Yn−1))f) = Φ∗E∗{φY1
, · · · , φYn−1

, p∗2f.}
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ù��ª�>�u n−o�ê���, m>�u n−Ñt��.

½Â7 �Φ : M1 → M2 ´1wN�, n−�þ|ϑ ∈ Xn(M1)��þ| ζ ∈ Xn(M2)�¡�´

Φ−�'�XJ÷v:

ζΦ(x) = (dxΦ)∗ϑx,∀x ∈M1.

d Φ��©�±p�N� (dxΦ)∗ : ∧nTxM1 → ∧nTΦ(x)M2, ζ = Φ∗ϑ.

·K3. �(M1, πM1
) Ú(M2, πM2

) ´ü� n−Ñt6/, �½1wN� Φ : M1 → M2, ���X

e�d'X:

(1) πM1
�πM2

´Φ�'�.

(2)éux ∈M1÷vXe��ã

∧n−1T ∗xM1

(dxΦ)∗
//

Π]
M1

��

∧n−1T ∗Φ(x)M2

Π]
M2

��

TxM1
(dxΦ)∗

// TΦ(x)M2

y²

((dΦ)∗ΠM1
)(α1, · · · , αn−1, αn) = ΠM2

(α1, α2, · · · , αn)

⇔ ((dΦ)∗αn)(Π]
M1

((dΦ)∗(α1, · · · , αn−1))) = αn(Π]
M2

(α1, · · · , αn−1))

⇔ αn(dΦ(Π]
M1

((dΦ)∗(α1, · · · , αn−1)))) = αn(Π]
M2

(α1, · · · , αn−1)).

½Â8 �E →M´ n−o�ê�, ÷X N ⊆M �3�þfm F ⊆ E, XJ÷v:

(1) E ��¡´X1, · · · , Xn−1, Y , ��3 N þ F ��¡�3)Ò[·, ·],

(2) ρ(F ) ⊆ TN . K F ¡��� n−of�ê�.

·K4. XJ F ⊆ E ´÷X N ⊆ M ��� n− of�ê�, K F 7k n−o�ê�(�, éA

�eN�� ρ : E → TN , )Ò$��:

[X1|N , · · · , Xn−1|N , Y |N ] = [X1, · · · , Xn−1, Y ]|N , X1|N , · · · , Xn−1|N , Y |N ∈ Γ(F ).

y²y²)Ò´û½Â,� Y |N = 0,K [X1, · · · , Xn−1, Y ]|N = 0 . P Y = ΣifiYi , fi ∈ C∞(M)

36/ N þ�u0, K

[X1, · · · , Xn−1, Y ]N =
∑
i

fi|N [X1, · · · , Xn−1, Yi]|N + (ρ(X1 ∧ · · · ∧Xn−1)fi)|NYi|N = 0.

ùp ρ(X1 ∧ · · · ∧Xn−1)fi = 0, Ï� ρ(X1 ∧ · · · ∧Xn−1)� N ��.

� E →M ´�� n−o�ê�, N ⊆M ´��f6/. � ρ−1(TN) ⊆ E ´��1wfm. K

� N ����þ|�o)ÒE� N ��, �� ρ−1(TN) ⊆ E ´÷X N ⊆ M ��� n−of�ê
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�.

� i : N →M ´��i\N�, À i!E := ρ−1(TN)´��3 N þ�� n−o�ê�û½Â, ±

eü«AÏ�¹:

(1) XJ ρ� N ��(ie. ρ(E|N ) ⊆ TN), K i!E = E|N .

(2) XJ ρ� N î� (ρ(E) + Φ∗(TN) = TM), K i!E ´��û½Â,

rank(i!E) = rank(E)− dim(M) + dim(N), i!TM = TN.

½Â9 XJ E1 → M1, E2 → M2 ´ü� n−o�ê�, ���þmN� ΦE : E1 → E2 ´��

n−o�ê���XJ§�ã Gr(ΦE) ⊆ E2 × E−1 ´÷X Gr(ΦM )��� n−of�ê�.

�� n−Ñt�þ| π??� N ��, Kf6/ N ⊆M ´�� n−Ñtf6/. ½Â���þ

| πN ∈ ∧nTN ⊆ ∧nTM , éuN� j : N →M , K πN ∼j π, éA� n−Ñt)ÒXe:

{j∗f1, · · · j∗fn}N = j∗{f1, · · · fn}.

½n4Xe^��d:

(1) N ´�� n−Ñtf6/.

(2) Π](∧n−1T ∗M |N ) ⊆ TN .

(3) ¤k�M�î�þ| Xf1,···,fn−1
, (f1, · · · , fn−1) ∈ C∞(M)� N ��.

(4) 3 n−Ñt)Òe, ¼ê f1|N , · · · , fn−1|N = 0´�� n−o�ên�.

y² (1),(2)w,�d, �^�(3)¤á�, K36/N ?�u0�¼ê´n�, K� g|N = 0�k

{f1, · · · , fn−1, g}|N = Xf1,···,fn−1
(g)|N = 0Ï� Xf1,···,fn−1

� N ��. (4) �y, ��XJ(4) ¤á,

K� g|N = 0�k {f1, · · · , fn−1, g}|N = 0 , = < dg,Xf1,···,fn−1
> |N = Xf1,···,fn−1

(g)|N = 0, y..
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[5] de Azcárraga, J.A. and Izquierdo, J.M. (2010) n-ary Algebras: A Review with Applications.

Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical, 43, Article ID: 293001.

[6] Liu, Z., Weinstein, A. and Xu, P. (1997) Manin Triples for Lie Bialgebroids. Journal of Dif-

ferential Geometry, 45, 547-745. https://doi.org/10.4310/jdg/1214459842

[7] Meinrenken, E. (2018) Poisson Geometry from a Dirac Perspective. Letters in Mathematical

Physics, 108, 447-498.

[8] Vallejo, J.A. (2001) Nambu-Poisson Manifolds and Associated n-ary Lie Algebroids. Journal

of Physics A: Mathematical and General, 34, 9753.

https://doi.org/10.1088/0305-4470/34/45/501

DOI: 10.12677/pm.2023.132017 157 nØêÆ

https://doi.org/10.4310/jdg/1214459842
https://doi.org/10.1088/0305-4470/34/45/501
https://doi.org/10.12677/pm.2023.132017

	1 引言
	2 n-李代数与n-泊松结构的对应关系
	3 n-泊松流形上的余切 n-李代数胚

