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摘  要 

本文给出了Eisenstein判别法的一个新的推广，得到了整系数多项式的不可约因式的次数估计。作为应

用，若偶数次整系数多项式的系数满足某些整除关系，则该多项式在有理数域上不可约当且仅当它没有

有理根。 
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Abstract 
In this paper, a new generalization of the Eisenstein irreducibility criterion is given and an esti-
mate of the degree of an irreducible factor of a polynomial with integer coefficients is obtained. As 
an application, if the coefficients of a polynomial with integer coefficients of even degree satisfy 
some divisibility conditions, then the polynomial is irreducible over the rational number field if 
and only if the polynomial does not have rational roots. 
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1. 引言 

Eisenstein 不可约判别法是一种用于判断多项式是否可约的方法。这个方法以 19 世纪德国数学家

Eisenstein 命名。Eisenstein 不可约判别法的基本含义是，如果一个多项式的系数都是整数，且存在一个

素数 p，使得这些系数中除了最高次项系数外，其余各项系数都是 p 的倍数，而常数项不是 2p 的倍数，

那么这个多项式在有理数域上就是不可约的。Eisenstein 不可约判别法在代数学中有着广泛的应用。在高

等代数中，Eisenstein 判别法是整系数多项式的不可约性判定中最重要的判别法之一(参见[1] [2] [3]等)，
在抽象代数中，Eisenstein 判别法也有在更一般的唯一分解整环上的表述形式(参见[2])。有许多 Eisenstein
判别法的推广及应用(参见例如[1] [2] [4] [5]等)。本文中用代表有理数域，用 [ ]x 表示有理系数一元多

项式环。Eisenstein 判别法的陈述如下： 
定理 1 [1] [2] [3]给定 n 次整系数多项式 

( ) 1
1 1 0x ,  1.n n

n nf x a x a x a a n−
−= + + + + ≥  

若存在素数 p，使得 ( )| 0,1, , 1ip a i n= − ，但 np a ， 2
0p a ，则 ( )f x 在 [ ]x 中不可约。 

Eisenstein 判别法有如下熟知的推广形式，这一结论给出了多项式的不可约因式的次数估计(参见[1])。 
定理 2 [1]给定 n 次整系数多项式 

( ) 1
1 1 0x , 1.n n

n nf x a x a x a a n−
−= + + + + ≥  

若存在素数 p 及正整数 k，使得 ( )| 0,1, , 1ip a i k= − ，但 kp a ， 2
0p a ，则 ( )f x 在 [ ]x 中有次数

不小于 k 的不可约因式。 
注 1 当 k n= 时，定理 2 可以立即推出 Eisenstein 判别法。因此，定理 2 可以视为 Eisenstein 判别法

的推广。 
当素数 p 的平方可以整除整系数多项式的常数项时，对奇数次多项式有进一步的判别法(参见[1])。 
定理 3 [1]给定 2 1n + 次整系数多项式 

( ) 2 1 2
2 1 2 1 0 ,  1.n n

n nf x a x a x a x a n+
+= + + + + ≥  

若存在素数 p，使得 ( )| 1, ,2ip a i n n= +  ， ( )2 0,| 1, ,ip a i n=  ，但 2 1np a + ， 3
0p a ，则 ( )f x 在 [ ]x

中不可约。 
注 2 文献[5]中的定理 2 给出了 2p 整除多项式常数项时的另一个不可约判别法：给定 n 次整系数多

项式 ( ) 1
1 1 0

n n
n nf x a x a x a x a−

−= + + + + ，若存在素数 p，使得 np a ， ( )| 1, ,ip a i n n k= − − ，其中
2
nk < ， 

( )2 1, ,0| ip a i n k= − −  ，但 3
0p a ，则 ( )f x 在 [ ]x 中不可约。我们指出，当 n 为奇数时，容易看出该

结论与定理 3 等价；但当 n 为偶数时，文献[5]中定理 2 的结论并不正确， ( ) 4 2f x x p= − 就是一个反例。 
本文按照定理 2 的思路，将定理 3 加以推广，并给出文献[5]中定理 2 的正确形式。 
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2. 主要定理 

下面我们对素数 p 的平方可以整除常数项的整系数多项式，给出其不可约因式的次数估计。 
定理 4 给定 n 次整系数多项式 

( ) 1
1 1 0 ,  1.n n

n nf x a x a x a x a n−
−= + + + + ≥  

若存在素数 p 及正整数 k，使得 ( )| 1, ,2ip a i k k= +  ， ( )2 0,| 1, ,ip a i k=  ，但 2 1kp a + ， 3
0p a ，

其中 2 1k n+ ≤ ，则 ( )f x 在 [ ]x 中有次数不小于 2 1k + 的不可约因式。 
证 若 ( )f x 不可约，则结论显然成立。若 ( )f x 可约，设 ( )f x 在 [ ]x 中的不可约因式分解形如

( ) ( ) ( ) ( )1 2 qf x g x g x g x=  。 

情形 1 若存在(不妨设为) ( )1g x ，使得 2p 能整除 ( )1g x 的常数项，则根据条件 p 不能整除 ( )
2

q

i
i

g x
=
∏ 的

常数项。设 

( ) ( )1 1 0 1 0
2

,,  
q

l m
l i m

i
g x b x b x b g x c x c x c

=

= + + = + +∏   

则 2
0|p b ， 0p c 。由 2 1kp a + 知，存在正整数 r l≤ ，使得对任意的 0 1i r≤ ≤ − ，有 | ip b ，但 rp b 。由

( )0 1 1 1 1 0r r r r ra b c b c b c b c− −= + + + 知， rp a 。同理，可以证明对任意的 0 1i r≤ ≤ − ，有 | ip a 。根据假定条

件和正整数 k 的唯一性知 2 1r k= + ，故存在不可约因式 ( )1g x ，它的次数 2 1l r k≥ = + 。特别地，这个次

数不小于 2 1k + 的不可约因式的常数项是 2p 的倍数，其他不可约因式的常数项都不能被 p 整除。 
情形 2 若存在(不妨设为) ( )1g x ， ( )2g x ，使得 p 恰好整除 ( )1g x 和 ( )2g x 的常数项，且 p 不能整除

( )
3

q

i
i

g x
=
∏ 的常数项。设 

( ) ( )1 1 0 2 1 0,  ,l m
l mg x d x d x d g x e x e x e= + + = + +   

则 0|p d ， 0|p e 。由 2 1kp a + 知，存在正整数 s l≤ 和 t m≤ ，使得对任意的 0 1i s≤ ≤ − ，有 | ip d ，但 sp d ；

对任意的 0 1j t≤ ≤ − ，有 | jp e ，但 tp e 。不妨设 s t≤ 。令 

( ) ( ) 1 0
2

.
q

m
i m

i
h x g x e x e x e′

′
=

′ ′ ′= = + +∏   

分析 ( )h x 的各项系数，易知对任意的 0 1j t≤ ≤ − ，有 | jp e′ ，但 tp e′ 。同样地，进一步分析

( ) ( ) ( )1f x g x h x= 的各项系数可知 s tp a + ，但对任意的 0 1i s t≤ ≤ + − ，有 | ip a 。根据假定条件知

2 1s t k+ = + ，从而 s k t≤ < 。又因为 ( )0 1 1 0s s s sa d e d e d e−′ ′ ′= + + ，则 2
sp a ，此与假定条件矛盾。故情形

2 不可能出现。 
综上所述， ( )f x 在 [ ]x 中有次数不小于 2 1k + 的不可约因式，证毕。 

3. 应用 

在定理 4 中，当 2 1n k= + 时即得定理 3。因此，定理 4 可以视为定理 3 的推广。对于偶数次多项式，

我们有如下的不可约判别法，它可以视为文献[5]的定理 2 的修正。 
定理 5 给定 2m次整系数多项式 

( ) 2 2 1
2 2 1 1 0 ,  2.m m

m mf x a x a x a x a m−
−= + + + + ≥  

若存在素数 p，使得 ( )| , , 2 2ip a i m m= − ， ( )2 0,1, , 1| ip a i m= − ，但 2 1mp a − ， 3
0p a ，则 ( )f x
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的有理根至多只有一个。当 ( )f x 有有理根时，它必形如
a
b
的形式，其中 a，b 是互素的整数且 p a ；当

( )f x 没有有理根时， ( )f x 在 [ ]x 中不可约。 

证 在定理 4 中，取 2n m= ， 1k m= − 。由定理 4 知， ( )f x 有次数不小于 2 1m − 的不可约因式。故 ( )f x
至多有一个一次因式，即 ( )f x 至多只有一个有理根。当 ( )f x 有有理根时，根据定理 4 证明中的情形 1， 

( )f x 的一次因式的常数项不能被 p 整除，即 ( )f x 的有理根必形如
a
b
，其中 a，b 是互素的整数，且 p a 。 

当 ( )f x 没有有理根时，即 ( )f x 没有一次因式，而 ( )f x 有次数不小于 2 1m − 的不可约因式，因此 ( )f x 在

[ ]x 中不可约，证毕。 
注 3 若一个偶数次多项式 ( )f x 的各项系数满足定理 5 中的整除关系，则 ( )f x 的有理根有严格的限

制，这可以使验证多项式有无有理根的过程更简单。 
注 4 若一个偶数次多项式 ( )f x 的各项系数满足定理 5 中的整除关系，则 ( )f x 在 [ ]x 中不可约当且

仅当 ( )f x 没有有理根。 
例 1 设 ( ) 4 3 22 4f x x x x= + − − ，因为 ( )f x 的首项系数是 1，所以 ( )f x 的有理根只能是整数，且 ( )f x

的整数根只可能为 1± ， 2± 或 4±  (参见[1] [3])。经检验， 1± 不是 ( )f x 的根。由定理 5 知， 2± 和 4± 都

不是 ( )f x 的根，从而 ( )f x 在 [ ]x 中不可约。 

4. 结论 

当素数 p 的平方整除整系数多项式的常数项时，本文给出了多项式的不可约因式的次数的估计，并

对偶数次多项式给出了一个新的不可约判别法。这一判别法可以视为 Eisenstein 判别法的变种。当偶数次

多项式的系数满足特定的整除关系时，该多项式在有理数域上不可约等价于它没有有理根，而且对多项

式的有理根有更进一步地严格的限制，这使得验证多项式有无有理根更加简单。 
传统的 Eisenstein 判别法处理的是素数 p 的平方不整除多项式常数项的情形，本文中给出的判别法处

理的是素数 p 的立方不整除多项式常数项的情形，但是如果按照本文中的证明方法考虑更高次的整除条

件是极其繁琐的。在这方面，有更一般的 Dumas 判别法(参见[6])可以处理任意次方的整除情形，但 Dumas
判别法并不涉及有理根的讨论，因此本文给出的判别法具有一定的意义和价值。 
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