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摘 要

本论文研究由任意非 3因子元素组成的集合

𝐴 = {3𝑡1 + 1
3𝑡2 + 1 : 𝑡1, 𝑡2 ∈ 𝐷},

其中 𝐷 是一无穷整数子集，我们证明了对任意的 𝑘 ≥ 1，存在无穷多个 𝛾1, 𝛾2 ∈ 𝐴，它们的差

𝛾1 − 𝛾2 至少有 𝑘 个 3因子。分别讨论了集合 𝐴是整数集或有理数集下，利用数学归纳法以及集合

之间的包含关系证得了上述结论是成立的。
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庄婷婷

Abstract

In this thesis, we study the set consisting of any non-3-factor element

𝐴 = {3𝑡1 + 1
3𝑡2 + 1 : 𝑡1, 𝑡2 ∈ 𝐷},

where 𝐷 is an infinite subset of integers. We show that there are infinitely many 𝛾1, 𝛾2 ∈
𝐴, and their difference 𝛾1 −𝛾2 has at least 𝑘 factors of 3 for any 𝑘 ≥ 1. If 𝐴 is set of integers
or set of rational numbers, the above conclusion is proved by mathematical induction
and the induction relation between sets.
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1. 引言

1974年,美籍数学家 Mandelbrot [1]创立了分形几何学 (𝐹𝑟𝑎𝑐𝑡𝑎𝑙 𝐺𝑒𝑜𝑚𝑒𝑡𝑟𝑦).自此之后,分形
几何迅速发展成为一门新兴的学科,在自然科学的各个领域得到了广泛的应用 [2–5].分形理论的
出现不仅改变了人们认识自然的方式和方法,也为人们解决复杂问题提供了一条新的思路.例如,
Strichartz等人在文献 [6]中将复分析和分形几何结合,开辟了复分析研究的新领域,之后刘家成和
董新汉也在这一方向上进行深入的研究,得到了一系列开创性的重要成果 [7–10].分形几何学作为分
形理论的数学基础,研究的一个基本问题是赋予集合适当的测度.其中测度的谱性是一个很重要的
研究方向.

2000年, Strichartz [11]将自相似测度的谱问题推广到Moran测度上,利用卷积逼近思想为寻找
谱测度提供了新的方向.戴欣荣,何兴纲和赖俊杰 [12]对具有连续数字集的Moran测度进行了研究,
胡天佑和刘家成 [13]对无穷 Bernoulli卷积的正交集及其谱性进行了研究,并得到了一种验证无穷
Bernoulli卷积是否有无穷正交集的方法.继而安丽想,何兴纲和李海雄 [14]结合这一方法并利用组
合数学中的 Ramsey定理等理论更系统地研究了一类Moran测度.但由于一般的Moran测度缺少
了“自相似”性,并且其 Fourier变换的零点集更难研究,故关于Moran测度的研究仍未完善,还有很
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长的路需要我们去探索.
对于三元整数序列生成的 Moran测度,熊婷 [15]证明了其谱性与 3因子个数存在关系.在阅

读文献 [15] 的过程中, 引发一思考 : 任取集合 𝐴, 当集合 𝐴 是形如 {3𝑧 + 1 : 𝑧 ∈ 𝐷} 的子集时,
对任意的 𝑘 ≥ 1,存在无穷多个 𝛾1, 𝛾2 ∈ 𝐴使得 𝛾1 − 𝛾2 至少有 𝑘 个 3因子.那么当集合 𝐴是形如

{ 3𝑧1+1
3𝑧2+1 : 𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝐷}的有理数子集时是否有相应的结论呢?如果证得以上的思考是成立的,那么
我们可以将上述结论应用于文献 [15], 在一定程度上能够简便其证明过程. 该结论在三元字符的
Moran测度的谱性研究上有重要的应用.基于此,本文主要研究在任意无穷集中任取两个非 3因子
元素作差后的 3因子个数.

我们首先给出整数和分式的 3因子的定义.对任意的 𝑛 ∈ Z∖{0},我们记

𝜈3(𝑛) : = max{ 𝑡 ∈ 𝐷 : 3𝑡 | 𝑛}

为 𝑛中的 3因子个数.对任意整数 𝑝, 𝑞 ∈ Z∖{0},我们定义分式 𝑞
𝑝
的 3因子个数为

𝜈3(𝑞

𝑝
) = 𝜈3(𝑞) − 𝜈3(𝑝).

基于上面记号,我们给出本文主要研究结论.

定理1.1. 设集合 𝐴 = { 3𝑡1+1
3𝑡2+1 : 𝑡1, 𝑡2 ∈ 𝐷}.如果集合 𝐷 ⊂ Z,则对于任意的 𝑘 ≥ 1,有无穷多对

𝛾1, 𝛾2 ∈ 𝐴, 使得 𝜈3(𝛾1 − 𝛾2) ≥ 𝑘.

该结论可以分为两种情况去讨论 :

(1) 当 0 ∈ 𝐷时;

(2) 当 0 /∈ 𝐷时.

对于第 (1)种情况,我们令 𝑡2 = 0,此时显然有

{3𝑡 + 1 : 𝑡 ∈ 𝐷} ⊂ {3𝑡1 + 1
3𝑡2 + 1 : 𝑡1, 𝑡2 ∈ 𝐷}.

如果对任意 𝑘 ≥ 1,有无穷多对 𝛾1, 𝛾2 ∈ {3𝑡 + 1 : 𝑡 ∈ 𝐷},使得 𝜈3(𝛾1 − 𝛾2) ≥ 𝑘,则定理 1.1也会成立.
方便起见,当 0 ∈ 𝐷时,我们把定理 1.1改写为定理 2.1;当 0 /∈ 𝐷时,我们把定理 1.1改写为定理 2.2.

本文的主要框架如下.在第二节中,我们首先研究非零整数形式的非 3因子作差后的 3因子个
数.其次,我们研究分式形式的非 3因子作差后的 3因子个数.

2. 主要证明过程

首先,我们使用数学归纳法研究非零整数形式的非 3因子作差后的 3因子个数.其次,我们研究
分式形式的非 3因子作差后的 3因子个数,令 𝑡2 = ℎ,引入一个新的集合

𝐴 = { 3𝑡 + 1
3ℎ + 1 : 𝑡 ∈ 𝐷}, 𝐷 ⊂ Z,
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利用集合之间的包含关系并结合数学归纳法证之,从而得到研究结果.接下来我们先看定理 2.1的证
明.

定理2.1. 设集合 𝐴 = {3𝑡 + 1 : 𝑡 ∈ 𝐷}.如果集合 𝐷 ⊂ Z且 0 ∈ 𝐷,则对于任意的 𝑘 ≥ 1,有无
穷多对 𝛾1, 𝛾2 ∈ 𝐴, 使得 𝜈3(𝛾1 − 𝛾2) ≥ 𝑘.

证证证明明明: 我们用数学归纳法证之.当 𝑘 = 1时,任取 𝛽1, 𝛽2 ∈ 𝐴且 𝛽1 ̸= 𝛽2,不妨设

𝛽1 = 3𝑡1 + 1, 𝛽2 = 3𝑡2 + 1,

其中 𝑡1, 𝑡2 ∈ 𝐷且 𝑡1 ̸= 𝑡2,可得 𝛽1 − 𝛽2 = 3(𝑡1 − 𝑡2).又因为 𝑡1, 𝑡2 ∈ Z∖{0},所以 𝛽1 − 𝛽2 ∈ 3Z∖{0}.
从而

𝜈3(𝛽1 − 𝛽2) ≥ 1.

由 𝛽1, 𝛽2 的任意性可知,当 𝑘 = 1时,有无穷多对 𝛾1, 𝛾2 ∈ 𝐴,使得 𝛾1 − 𝛾2 ∈ Z∖{0}且

𝜈3(𝛾1 − 𝛾2) ≥ 1.

假设当 𝑘 = 𝑁 − 1时,有无穷多对 𝛾𝑖, 𝛾′
𝑖 ∈ 𝐴,使得

𝜈3(𝛾𝑖 − 𝛾′
𝑖) ≥ 𝑁 − 1, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, . . . . (2.1)

当 𝑘 = 𝑁 时,如果只有有限多对 𝛾𝑖, 𝛾′
𝑖 ∈ 𝐴,使得

𝜈3(𝛾𝑖 − 𝛾′
𝑖) = 𝑁 − 1, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.

则根据前面的 (2.1)可知,定理成立.否则有无穷多对 𝛾𝑖, 𝛾′
𝑖 ∈ 𝐴,使得

𝜈3(𝛾𝑖 − 𝛾′
𝑖) = 𝑁 − 1, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, . . . .

不妨设

𝛾𝑖 =
𝑁−2∑︁
𝑙=0

𝑎𝑖𝑙3𝑙 +
𝑀𝑖∑︁

𝑙=𝑁−1
𝑎𝑖𝑙3𝑙, 𝛾′

𝑖 =
𝑁−2∑︁
𝑙=0

𝑎′
𝑖𝑙3𝑙 +

𝑀 ′
𝑖∑︁

𝑙=𝑁−1
𝑎′

𝑖𝑙3𝑙,

其中 𝑎𝑖𝑙 ∈ {0, 1, 2}, 正整数𝑀𝑖 < ∞, 0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑀𝑖 − 1, 𝑎𝑖𝑀𝑖
∈ {1, 2}和 𝑎′

𝑖𝑙 ∈ {0, 1, 2}, 正整数𝑀 ′
𝑖 <

∞, 0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑀 ′
𝑖 − 1, 𝑎′

𝑖𝑀 ′
𝑖

∈ {1, 2}, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, . . . .
因为

𝜈3(𝛾𝑖 − 𝛾′
𝑖) = 𝑁 − 1, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, . . . ,

所以

𝑎𝑖,𝑁−1 ̸= 𝑎′
𝑖,𝑁−1, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, . . . .
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这意味着对任意 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, . . . ,有

(𝑎𝑖,𝑁−1, 𝑎′
𝑖,𝑁−1) ∈ {(0, 1), (0, 2), (1, 0), (1, 2), (2, 0), (2, 1)}.

因此,有无穷多个 𝑎𝑖,𝑁−1 = 0或 1或 2.不妨设有无穷多个 𝑎𝑖,𝑁−1 = 1,记集合

𝐸 = {𝛾𝑖 ∈ 𝐴 : 𝑎𝑖,𝑁−1 = 1}.

显然集合 𝐸 中有无穷多个元素.对任意 𝛼𝑖 ∈ 𝐸,将 𝛼𝑖 按三进制展开,记为

𝛼𝑖 =
𝑁−2∑︁
𝑙=0

𝑎𝑖𝑙3𝑙 + 3𝑁−1 +
𝑀𝑖∑︁

𝑙=𝑁

𝑎𝑖𝑙3𝑙, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, . . . .

从而

(𝑎𝑖0, 𝑎𝑖1, . . . , 𝑎𝑖,𝑁−2) ∈ {(𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑁−2) : 𝑎𝑗 ∈ {0, 1, 2}, 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁 − 2}, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, . . . .

注意𝑁 已经取定.因此,有无穷多个 (𝑎𝑖0, 𝑎𝑖1, . . . , 𝑎𝑖,𝑁−2) = (0, 0, . . . , 0)或 . . .或 (2, 2, . . . , 2).不妨设
有无穷多个

(𝑎𝑖0, 𝑎𝑖1, . . . , 𝑎𝑖,𝑁−2) = (2, 2, . . . , 2).

记集合

𝐹 = {𝛼𝑖 ∈ 𝐸 : 𝑎𝑖𝑙 = 2, 0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑁 − 2}, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, . . . .

显然集合 𝐹 中有无穷多个元素.对任意 𝛼1 =
𝑁−2∑︀
𝑙=0

𝑎1𝑙3𝑙 + 3𝑁−1 +
𝑀1∑︀

𝑙=𝑁

𝑎1𝑙3𝑙 ∈ 𝐹 , 𝛼2 =
𝑁−2∑︀
𝑙=0

𝑎2𝑙3𝑙 +

3𝑁−1 +
𝑀2∑︀

𝑙=𝑁

𝑎2𝑙3𝑙 ∈ 𝐹 ,因为 𝑎1𝑙 = 𝑎2𝑙 = 2(0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑁 − 2)且 𝑎1,𝑁−1 = 𝑎2,𝑁−1 = 1,从而 𝛼1 − 𝛼2 =

3𝑁 (
𝑀1∑︀

𝑙=𝑁

𝑎1𝑙3𝑙−𝑁 −
𝑀2∑︀

𝑙=𝑁

𝑎2𝑙3𝑙−𝑁 ) ∈ 3𝑁Z,进而可知

𝜈3(𝛼1 − 𝛼2) ≥ 𝑁.

由集合 𝐸, 𝐹 的无穷性和 𝛼1, 𝛼2 的任意性可知定理成立.
综上所述,对于任意的 𝑘 ≥ 1,有无穷多对 𝛾1, 𝛾2 ∈ 𝐴,使得

𝜈3(𝛾1 − 𝛾2) ≥ 𝑘.

�

其次,我们引入一个新的集合,利用集合之间的包含关系来证明定理 2.2.

定理2.2. 设集合 𝐴 = { 3𝑡1+1
3𝑡2+1 : 𝑡1, 𝑡2 ∈ 𝐷}.如果集合 𝐷 ⊂ Z且 0 /∈ 𝐷,则对于任意的 𝑘 ≥ 1,有

无穷多对 𝛾1, 𝛾2 ∈ 𝐴, 使得 𝜈3(𝛾1 − 𝛾2) ≥ 𝑘.

证证证明明明: 任取 ℎ ∈ 𝐷,固定 𝑡2 = ℎ.令集合

𝐴 = { 3𝑡 + 1
3ℎ + 1 : 𝑡 ∈ 𝐷}, 𝐷 ⊂ Z.
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显然 𝐴 ⊂ 𝐴且集合 𝐴有无穷多个元素.
断言 : 对于任意的 𝑘 ≥ 1,有无穷多对 𝛾1, 𝛾2 ∈ 𝐴, 使得 𝜈3(𝛾1 − 𝛾2) ≥ 𝑘.

证明断言 : 我们用数学归纳法证之.当 𝑘 = 1时,任取 𝛽1, 𝛽2 ∈ 𝐴且 𝛽1 ̸= 𝛽2,不妨设

𝛽1 = 3𝑡1 + 1
3ℎ + 1 , 𝛽2 = 3𝑡2 + 1

3ℎ + 1 ,

其中 𝑡1, 𝑡2 ∈ 𝐷 且 𝑡1 ̸= 𝑡2, 可得 𝛽1 − 𝛽2 = 3(𝑡1−𝑡2)
3ℎ+1 . 因为 𝑡1, 𝑡2 ∈ Z∖{0}, 𝜈3(3ℎ + 1) = 0, 所以

𝜈3(𝛽1 − 𝛽2) = 𝜈3(3(𝑡1 − 𝑡2)) − 𝜈3(3ℎ + 1) = 𝜈3(3(𝑡1 − 𝑡2)),因此

𝜈3(𝛽1 − 𝛽2) ≥ 1.

由 𝛽1, 𝛽2 的任意性可知,当 𝑘 = 1时,有无穷多对 𝛾1, 𝛾2 ∈ 𝐴,使得

𝜈3(𝛾1 − 𝛾2) ≥ 1.

假设当 𝑘 = 𝑁 − 1时,有无穷多对 𝛾𝑖, 𝛾′
𝑖 ∈ 𝐴,使得

𝜈3(𝛾𝑖 − 𝛾′
𝑖) ≥ 𝑁 − 1, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, . . . . (2.2)

当 𝑘 = 𝑁 时,如果只有有限多对 𝛾𝑖, 𝛾′
𝑖 ∈ 𝐴,使得

𝜈3(𝛾𝑖 − 𝛾′
𝑖) = 𝑁 − 1, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.

则根据前面的 (2.2)可知,断言成立.否则有无穷多对 𝛾𝑖, 𝛾′
𝑖 ∈ 𝐴,使得

𝜈3(𝛾𝑖 − 𝛾′
𝑖) = 𝑁 − 1, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, . . . .

不妨设

𝛾𝑖 = 𝑏0 +
𝑁−2∑︁
𝑙=0

𝑎𝑖𝑙3𝑙 +
𝑀𝑖∑︁

𝑙=𝑁−1
𝑎𝑖𝑙3𝑙, 𝛾′

𝑖 = 𝑏′
0 +

𝑁−2∑︁
𝑙=0

𝑎′
𝑖𝑙3𝑙 +

𝑀 ′
𝑖∑︁

𝑙=𝑁−1
𝑎′

𝑖𝑙3𝑙,

其中 𝑏0, 𝑏′
0 在一个有限集合里取的, 0 ≤ 𝑏0, 𝑏′

0 < 1, 𝑎𝑖𝑙 ∈ {0, 1, 2}, 正整数𝑀𝑖 < ∞, 0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑀𝑖 −
1, 𝑎𝑖𝑀𝑖

∈ {1, 2}和 𝑎′
𝑖𝑙 ∈ {0, 1, 2}, 正整数𝑀 ′

𝑖 < ∞, 0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑀 ′
𝑖 −1, 𝑎′

𝑖𝑀 ′
𝑖

∈ {1, 2}, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, . . . .
因为

𝜈3(𝛾𝑖 − 𝛾′
𝑖) = 𝑁 − 1, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, . . . ,

所以

𝑎𝑖,𝑁−1 ̸= 𝑎′
𝑖,𝑁−1, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, . . . .

这意味着对任意 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, . . . ,有

(𝑎𝑖,𝑁−1, 𝑎′
𝑖,𝑁−1) ∈ {(0, 1), (0, 2), (1, 0), (1, 2), (2, 0), (2, 1)}.
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因此,有无穷多个 𝑎𝑖,𝑁−1 = 0或 1或 2.不妨设有无穷多个 𝑎𝑖,𝑁−1 = 1,记集合

𝐸 = {𝛾𝑖 ∈ 𝐴 : 𝑎𝑖,𝑁−1 = 1}.

显然集合 𝐸 中有无穷多个元素.对任意 𝛼𝑖 ∈ 𝐸,将 𝛼𝑖 按三进制展开,记为

𝛼𝑖 = 𝑏0 +
𝑁−2∑︁
𝑙=0

𝑎𝑖𝑙3𝑙 + 3𝑁−1 +
𝑀𝑖∑︁

𝑙=𝑁

𝑎𝑖𝑙3𝑙, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, . . . ,

从而

(𝑎𝑖0, 𝑎𝑖1, . . . , 𝑎𝑖,𝑁−2) ∈ {(𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑁−2) : 𝑎𝑗 ∈ {0, 1, 2}, 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁 − 2}, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, . . . .

注意𝑁 已经取定.因此,有无穷多个 (𝑎𝑖0, 𝑎𝑖1, . . . , 𝑎𝑖,𝑁−2) = (0, 0, . . . , 0)或 . . .或 (2, 2, . . . , 2).不妨设
有无穷多个

(𝑎𝑖0, 𝑎𝑖1, . . . , 𝑎𝑖,𝑁−2) = (2, 2, . . . , 2).

记集合

𝐹 = {𝛼𝑖 ∈ 𝐸 : 𝑎𝑖𝑙 = 2, 0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑁 − 2}, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, . . . .

显然集合 𝐹 中有无穷多个元素. 对任意 𝛼1 = 𝑏0 +
𝑁−2∑︀
𝑙=0

𝑎1𝑙3𝑙 + 3𝑁−1 +
𝑀1∑︀

𝑙=𝑁

𝑎1𝑙3𝑙 ∈ 𝐹 , 𝛼2 =

𝑏0 +
𝑁−2∑︀
𝑙=0

𝑎2𝑙3𝑙 + 3𝑁−1 +
𝑀2∑︀

𝑙=𝑁

𝑎2𝑙3𝑙 ∈ 𝐹 ,因为 𝑎1𝑙 = 𝑎2𝑙 = 2(0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑁 − 2)且 𝑎1,𝑁−1 = 𝑎2,𝑁−1 = 1,从

而 𝛼1 − 𝛼2 = 3𝑁 (
𝑀1∑︀

𝑙=𝑁

𝑎1𝑙3𝑙−𝑁 −
𝑀2∑︀

𝑙=𝑁

𝑎2𝑙3𝑙−𝑁 ) ∈ 3𝑁Z,进而可知

𝜈3(𝛼1 − 𝛼2) ≥ 𝑁.

由集合 𝐸, 𝐹 的无穷性和 𝛼1, 𝛼2 的任意性可知断言成立.综上,断言得证.即对于任意的 𝑘 ≥ 1,有无
穷多对 𝛾1, 𝛾2 ∈ 𝐴, 使得 𝜈3(𝛾1 − 𝛾2) ≥ 𝑘.

又由于 𝐴 ⊂ 𝐴,则综上所述,对于任意的 𝑘 ≥ 1,有无穷多对 𝛾1, 𝛾2 ∈ 𝐴,使得

𝜈3(𝛾1 − 𝛾2) ≥ 𝑘.

�
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