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Abstract 
In this paper, we investigate an optimal investment and excess-of-loss reinsurance strategy for an 
ambiguity-averse insurer (AAI). The financial market consists of one risk-free asset and one risky 
asset whose price is modeled by a constant elasticity of variance (CEV) model. The insurer can 
purchase excess-of-loss reinsurance and invest in the financial market. The surplus process of the 
insurer is approximated by a Brownian motion with drift. The objective is to maximize the minim-
al expected exponential utility function of the insurer's terminal wealth. By using the dynamic 
programming approach, we solve the Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) equation and derive the 
closed form expression of the optimal strategy and the corresponding value function for exponen-
tial utility function. Finally, we present numerical examples to illustrate the effects of model pa-
rameters on the optimal investment and reinsurance strategies. 
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摘  要 

本文研究了一个模糊厌恶保险公司的最优投资和超额损失再保险策略问题。金融市场包含一个无风险资

产和一个有风险资产，其中有风险的资产价格服从CEV模型，保险公司可以购买超额损失再保险，并将

其盈余投资到金融市场中，且保险公司的盈余过程近似为带漂移的布朗运动。这篇文章的目标是最大化

最小最终财富的指数效用函数的期望。通过使用动态规划方法，我们解决了HJB方程并且得到了最优策

略以及值函数的表达式。最后，我们用数值例子来说明模型参数对最优策略的影响。 
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1. 引言 

再保险和投资是保险行业的两个核心问题。现如今，保险公司的投资和再保险问题在文献中得到了

广泛的研究。例如，Browne [1]研究了保险公司具有扩散风险模型的最优投资问题，目标是最大化终端财

富的效用函数同时最小化破产概率。同 Browne [1]研究的问题相似，Yang 和 Zhang [2]研究的是跳扩散风

险模型。 
据我们所知，风险资产的价格过程一般遵循几何布朗运动，这意味着风险资产价格的波动率是常数

的或确定性的函数。而随机波动率是资产模型中的一个重要特征，许多经验也表明风险资产价格的波动

率是随机的。近年来，Dias 和 Nunes [3]研究了常系数弹性方差扩散下的期权定价。Gu 等[4]，Gu 等[5]
和 Wang 等[6]研究了在 CEV 模型下的再保险和投资问题。 

我们知道在实践中并不能确定使用哪种模型。因此，模型不确定性成为资产定价和投资组合选择中

的一个重要问题。模型的不确定性由一系列概率测度来描述，解决这类问题的一种可行方法是使用鲁棒

方法，这导致了许多学者对鲁棒模型的研究。Zhang 和 Siu [7]研究了模型不确定的保险公司的最优投资

和再保险问题。Branger 和 Larsen [8]研究了具有跳跃和扩散风险不确定性的鲁棒投资组合选择。Wang 和

Li [9]研究的是随机利率和随机波动率下的鲁棒最优投资策略问题。 
与 Zheng 等[10]研究的不同，我们对超额赔款再保险更感兴趣，在大多数情况下，它优于比例再保

险。Gu 等[4]就是研究的超额损失再保险和投资问题，但是没有考虑模型的不确定性。在本文中，保险公

司通过购买超额损失再保险和在金融市场中的投资来最大化最小最终财富的指数效用函数的期望。我们

假设保险公司的盈余过程近似于具有漂移的布朗运动，金融市场是由一个无风险资产和一个风险资产组

成，其中风险资产的价格服从 CEV 模型。利用随机控制理论，我们建立了 HJB 方程，并得到了最优策

略和最优值函数的表达式。 

2. 模型介绍 

让 ( ), ,F PΩ 是满足通常条件的完备概率空间，{ }0t t T
F

≤ ≤
表示概率空间到时刻 t 的域流，其中 0T > 为
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给定的正的有限投资时间； tF 代表到时间 t 的可用信息。下面介绍的所有随机过程都是这个空间中的适

应过程。 
保险公司的盈余过程描述为 C-L 模型 

( )
( )

0
1

,
N t

i
i

R t c ct Y
=

= + − ∑  

其中 0 0c ≥ 为初始余额；c 为保费率；
( )

1

N t

i
i

Y
=
∑ 代表时间 t 之前的总索赔额， ( ){ }, 0N t t ≥ 为具有强度 λ 的齐

次泊松过程，并且{ }, 1iY i ≥ 是一列正的独立同分布的随机变量，且分布函数为 ( )F y ；索赔的一阶矩和二

阶矩分别为 1µ 和 2
2µ 。在这里，对于 0 y D< < ， ( ) 0F y = ， ( )0 1F y< < ，并且对于 y D≥ ， ( ) 1F y = ，

其中 ( ){ }sup : 1D y F y= ≤ < +∞为最大索赔额。假设保费收入率 c 用期望值原则来计算，即， ( ) 11c η λµ= + ，

其中 0η > 为保险公司的安全负荷。 

保险公司可以通过购买超额损失再保险来减少索赔带来的风险。让 a 是保险者的超额损失自留水平，
( ) { }min ,a

i iY Y a= 是保险公司自留的索赔额。经过再保险之后，保险公司的盈余过程变为 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

0
1

,
N t

a a q
i

i
R t c c t Y

=

= + − ∑  

其中保费收入率为 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

1 1 11 1 1 ,a a a
i ic EY EYη λµ θ λ µ η θ λµ λ θ= + − + − = − + +  

θ 为再保险公司的安全负荷，并且θ η> 。为了方便，盈余过程 ( ) ( )aR t 可近似为扩散模型 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0d d d ,aR t a t a W tλ θµ η θ µ λσ= + − +    

这里 ( ){ }0 ,0W t t T≤ ≤ 是一维的标准布朗运动，并且 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
0 0
22

0 0

1 d d ,

2 1 d 2 d ,

a aa
i

a aa
i

a EY F u u F u u

a E Y u F u u uF u u

µ

σ

= = − =

= = − =

∫ ∫

∫ ∫
 

其中 ( ) ( )1F x F x= − 。 
假设保险公司可以将财富投资到包含无风险资产和风险资产的金融市场中。无风险资产价格过程满

足 

( ) ( ) [ ]
( ) 0

d d , 0, ,

0 0,

B t rB t t t T

B b

 = ∈


= >
 

其中 0r > 是无风险资产的利率。风险资产的价格过程满足 CEV 模型 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
( )

1

0

d d d , 0, ,

0 0,

S t S t t S t W t t T

S s

βµ σ  = + ∈  
= >

 

其中 ( )rµ > 是风险资产的预期收益率；σ 是正的常数；β 是弹性系数并且假设 0β ≥ ； ( )S tβσ 是瞬时波

动率； ( )1W t 是一维的标准布朗运动，且 ( )0W t 与相互独立。 
( )πX t 表示 t 时刻保险公司的财富， ( ) [ ]0,a t D∈ 表示 t 时刻的超额损失自留水平， ( )1π t 表示投资到

风险资产中的数额。 ( ) ( )( ) [ ]1 0,
π ,π

t T
a t t

∈
= 表示一个交易策略。在策略 π下，财富过程 ( ){ } [ ]0,t T

X tπ

∈
表示为 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

π
1 1

0 1 1

d π d

d π d

X t rX t r t a t

a W t t S t W t

π

β

µ λθµ λ η θ µ

λσ σ

 = + − + + − 

+ +
                 (1) 

并且具有初始条件 ( )π
00X x= 。 

3. 效用函数下的鲁棒问题 

假设保险公司具有指数效用函数 

( ) { }1 exp ,U x xγ
γ

= − −                                 (2) 

其中 0γ > 为保险公司的绝对风险厌恶系数。传统上，假设保险公司的模糊-中性目标函数为 

( )( ) ( ){ }π π

π π

1sup sup exp ,E U X T E X Tγ
γ∈∏ ∈∏

   = − −    
                    (30 

然而，在本文中，我们将模型不确定性考虑到最优投资和再保险问题中。由于考虑到模型的模糊性，

保险公司使用模型(1)作为它的参考模型，保险公司并不完全信任参考模型，它可以考虑一个替代模型来

获得稳健的最优策略。我们采用概率测度 Q 来表示备选模型，且 Q 与 P 是等价的。 1Q 定义为概率测度

集，即， { }1 : | ~Q Q Q P= 。 

定义过程 ( ) ( ) ( )( )1 2,t t tω ω ω= 使得 ( )d
d
Q T
P

ω= Λ ，其中 ( )tωΛ 有下面的形式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 0 1 2 1 20 0 0 0

1 1: exp d d d d .
2 2

t t t t
t s W s s s s W s s sω ω ω ω ω Λ = − − − − 

 ∫ ∫ ∫ ∫          (4) 

根据 Girsanov’s 定理，在备选测度 Q 下，上面提到的布朗运动可写为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 1 1 2d d d , d d d .Q QW t W t t t W t W t t tω ω= + = +                    (5) 

CEV 模型描述为 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 1d d d ,QS t S t t S t t S t W tβ βµ σω σ = − +                      (6) 

并且财富过程描述为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

π π
1 1 1

2 1 0 1 1

d π

π d d π d .Q Q

X t rX t r t a t a

t t S t t a W t t S t W tβ β

µ λθµ λ η θ µ ω λσ

σω λσ σ

= + − + + − −
− + +

           (7) 

定义 1： 
交易策略 ( )1π ,πa= 定义为可行策略，如果它满足如下条件： 
1) ( ) ( )( )1,πa t t 是可测的； 

2) ( ) [ ]0,a t D∈ ， ( ) [ )1π 0,t ∈ +∞ ， ( )* 2 2
10
π d

TQE t S tβ  < +∞  ∫ ； 

3) ( ) [ ], , 0,t x s T R R+∀ ∈ × × ，SDE (7)有唯一(强)解 ( ) [ ]{ }π : 0,X t t T∈ 且 ( )( )* π
, ,
Q
t x sE U X T  < ∞  ， *Q 是

描述最坏情况下的备选模型。 
对任意的初始条件 ( ) [ ], , 0,t x s T R R+∈ × × ，所有的可行策略组成的集合记为 ( ), ,t x s∏ 。 
我们假设保险公司确定一个稳健投资组合策略，这个策略是在一些最坏情况模型下的最好选择。为

了解决问题(3)，我们定义值函数为 
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( ) ( ){ } ( )
( ) ( )( )

( )
( ) ( )( )1

2 2
1 2π

, , π ππ 1 2

1, , sup inf exp d ,
2 , , 2 , ,

TQ
t x s tQ Q

u u
V t x s E X T u

u X u S u u X u S u
ω ω

γ
γ ϕ ϕ∈∈∏

  
  = − − + +

    
∫   (8) 

其中 ( ) ( )π
, , | ,Q Q

t x sE E X t x S t s = ⋅ = = ，(8)的第二项表示备选测度与参考测度下的偏离， 1 2,ϕ ϕ 表示模型不

确定性的偏好系数。我们用相对熵来描述参考测度 P 和备选测度 Q 之间的偏差，相对熵从 t 到 dt t+ 的增

量为 

( ) ( )2 2
1 2

1 1d d .
2 2

t t t tω ω+  

为了方便，我们根据参考文献 Maenhout [11]假设 1 2,ϕ ϕ 是非负状态相依的，并且有下面的形式 

( ) ( )
, , , 1, 2,

, ,
i

i t x s i
V t x s

β
ϕ

γ
= − =                              (9) 

其中 0, 1,2i iβ ≥ = 是关于扩散风险的模糊厌恶系数。 
根据动态规划原理，由 Maenhout [11]，鲁棒 HJB 方程可描述为 

1

2 2
π, 1 2

π 1 2

sup inf 0
2 2Q Q

Vω ω ω
ϕ ϕ∈∈∏

 
Α + + = 
 

                            (10) 

并且具有边界条件 ( ) { }1, , expV T x s xγ
γ

= − − ， π,ωΑ 是无穷小生成元有如下形式 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

π,
1 1 1 2 1

22 2 2 2 2 2 2 2 1
1 2 1

π π

1 1π π .
2 2

t x

xx s ss xs

V V rx r a a s V

s a V s s V s V s V

ω β

β β β β

µ λθµ λ η θ µ ω λσ σω

σ λσ µ σω σ σ+ +

 Α = + + − + + − − − 

+ + + − + +
        (11) 

假设 ( ), ,V t x s 是 HJB 方程(10)的一个解且满足 0xV > 和 0xxV < 。根据(2)，我们猜想 V 有下面的形式 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1, , exp e , .r T tV t x s x h t s g tγ
γ

− = − − + +                        (12) 

由边界条件 ( ) { }1, , expV T x s xγ
γ

= − − ，我们有 ( ), 0h T s = 和 ( ) 0g T = 。经过简单计算得到 V 的偏导数

如下 
( ) ( )

( ) ( )22 2 2

e , e , ,

e , , e .

r T t r T t
t t t x s s

r T t r T t
xx ss ss s xs s

V g h r x V V V V h V

V V V h h V V h V

γ γ γ

γ γ γ γ

− −

− −

 = − + − = − = − 
 = = − − = 

                   (13) 

将(13)代入到方程(10)中，固定点 1π 和 a，由一阶条件可求得最小值点 ( )* *
1 2,ω ω  

( ) ( ) ( )( )* *
1 1 2 2 1e , π e .r T t r T t

sa s shβω β λσ ω β σ− −= = +                      (14) 

将(14)代入到(10)且由一阶条件容易得到最大值点 1π
∗  

( )
( ) ( )

2 2 1
2

1 2 2
2

π .
e

s
r T t

r s h
s

β

β

µ σ γ β

σ γ β

+
∗

−

− − +
=

+
                              (15) 

类似地，我们可得到最大值点 ( )a t 满足 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 22
1e e e 0.r T t r T t r T t a t F a tθγ γ γβ λ− − − − + = 

                     (16) 
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如果 ( ) [ )0,a t D∈ ，则 ( )( )0 1F a t< ≤ 且有 

( ) ( )

1

e .r T ta t θ
γ β

− −∗ =
+

                                    (17) 

由假设 ( )a t D< ，我们得到
( )1

0
1: ln

D
t T

r
γ β
θ
+ 

= +  
 

。下面我们在两种情形下讨论最优问题： 

情形 1：如果 ( )1D γ β θ+ > ，我们有 0t T> 。则对于 0 t T≤ ≤ ， ( ) ( )a t a t D∗= < 。将(14)，(15)和(17)
代入(10)中可得 

( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( )( )
( )

( )

( )
( )

1

1

e

1 0

e
2 2

1 0

2
2 2 2

2 2
2

e e d

1 e e 2 d 0,
2

0.
2 2

r T t

r T t

r T t r T t
t

r T t r T t

t s ss

g F u u

uF u u

r
h srh s h

s

θ
γ β

θ
γ β

β
β

λ η θ µ λθ

λγ β λ

µγ
σ

γ β σ

− −

− −

− − +

− − +

+

+ − +

− + =

−
+ + + =

+

∫

∫                        (18) 

考虑边界条件 ( ) 0g T = ，我们得到 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 e 1 d ,
Tr T t

t
g t f s s

r
λ η θ µ −−

= − + ∫                           (19) 

其中 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )( )
( )

( )1 1

e e
2 2

10 0

1e d e e 2 d .
2

r T t r T t

r T t r T t r T tf t F u u uF u u
θ θ
γ β γ βλθ λγ β λ
− − − −

− − −+ += − +∫ ∫  

对于式子(18)，我们猜想其中一个解有如下形式 

( ) ( ) ( ) 2, ,h t s A t B t s β−= +                                (20) 

并且具有 ( ) 0A t = ， ( ) 0B t = 。把(20)代入(18)得到 

( ) ( )

( ) ( )
( )

2

2

2
2

2 1 0,

2 0.
2

t

t

A B t

r
B r B t

γσ β β

µ
β

γ β σ

+ + =

−
− + =

+

                            (21) 

考虑边界条件，可得 

( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( )( )

2 2
2

2
22

2
2

2
2

2 1 2 1
e 1 ,

48

e 1 .
4

r T t

r T t

r r
A t T t

rr

r
B t

r

β

β

β µ β µ
γ ββ γ β

µ
β γ β σ

− −

− −

+ − + −
= − + −

++

−
= − −

+

               (22) 

情形 2：如果 ( )1D γ β θ+ ≤ ，我们有 0t T≤ 。对于 00 t t≤ < ， ( ) ( )a t a t∗= ，与情形 1 类似，有 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 0
1, , exp e , , ,r T tV t x s x h t s g t t t Tγ
γ

− = − − + + < ≤   

和 

( ) ( ) ( )1
1 10

e d ,
trtg t f s s C

r
λ η θ µ −−

= − +∫                            (23) 

https://doi.org/10.12677/sa.2018.75058


李冰，耿彩霞 
 

 

DOI: 10.12677/sa.2018.75058 501 统计学与应用 
 

( ) ( )( )
( )

( )( )
( )

( )
( )

2 2
2

1 2 32
22

2
2 2

4 5 2
2

2 1 2 1
, e

48

e ,
4

r t

r t

r r
h t s C t C

rr

r
C C s

r

β

β β

β µ β µ
γ ββ γ β
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其中 1 2 3 4, , ,C C C C 和 5C 会在下面给出。 
对于 0t t T≤ < ， ( )a t D> 。则 ( )a t D∗ = 。同时， ( ) 1Dµ µ= ， ( )2 2

2Dσ µ= 。类似地，我们可以假设

方程的解为 

( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2 0
1, , exp e , , ,r T tV t x s x h t s g t t t Tγ
γ

− = − − + + ≤ ≤   

并且具有边界条件 ( )2 , 0h T s = 和 ( )2 0g T = 。则我们得到 
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由于 ( ), ,V t x s 在 0t t= 点是连续的，则有 
( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 0 2 0 2 0, , ,h t s g t h t s g t+ = +  

我们可以得到 

( ) ( ) ( )001
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e d ,
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定理 1： ( ), ,J t x s 是 HJB 方程(10)的一个解，在 CEV 模型下具有扩散风险的保险公司的鲁棒最优超

额损失再保险和投资策略为 
1) 如果 ( )1D γ β θ+ ≥ ， 
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2
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( ) ( ) ( ) ( ){ }1, , exp e , , 0 ,r T tJ t x s x h t s g t t Tγ
γ

− = − − + + ≤ ≤                   (26) 

其中 ( ),h t s ， ( )g t 和 ( )B t 由(20)，(19)和(22)给出。 
2) 如果 ( )1D γ β θ+ < ， 
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其中 ( ),h t s ， ( )1g t ， ( )2g t 和 ( )B t 由(20)，(23)，(25)和(22)给出。 
定理 2：如果存在函数 ( ), ,J t x s 和控制策略 π∗ 并且满足 HJB 方程(10)。则 π∗ 是一个最优策略且

( ), ,J t x s 是相对应的值函数。 
证明：由于情形 2 的证明与情形 1 是类似的，在这里我们只证明情形 1。根据参考文献 Kraft [12]中

的推论 1.2，若上面的定理成立，则需值函数 ( ), ,J t x s 和最优策略 π∗满足下面的性质： 
(1) π∗是可行策略； 

(2) [ ] ( ) ( )( )* * 4
π

0,sup , ,Q
t TE J t X t S t∈

 
< ∞ 
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1 2
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1 2
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ω ω

ϕ ϕ
∈

 
 

+ < ∞ 
 
 

。 

下面，我们分别验证性质(1)-(3)。 
对于性质(1)，我们需要验证策略 π∗满足定义 1 中的条件(1)~(3)。明显地，我们知道定义 1 中的条件

(1)是满足的。定义 1 中的条件(2)和(3)能够从下面的性质(2)的证明中得到。 
对于性质(2)。把 ( )* *π ,ω 代入(7)中，得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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再把(28)代入(26)中，我们得到 
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其中 ( ) ( ) ( ) ( ){ }*
1 00

exp 4 e d
t r u T QF t a W uγ λσ

∗− −= − ∫ 和 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }** *
2 2 1 1 10 0

exp 4 e π d e π d
t tr u T r u T QF t u u s u u u s u W uβ βγ σω σ− − − −∗= − − +∫ ∫ 。 

由于 ( )g t ， ( )A t 和 ( )B t 是确定的并且在 [ ]0,T 上有界，所以(29)中的第一个不等式成立。第二个等

式成立是由于 ( )*
1 tπ ， ( )*a t ， ( )*

1 tω 和 ( )*
2 tω 是确定的并且在 [ ]0,T 上有界。 

下面我们考虑积分 ( )1F t 和 ( )2F t ， 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){
( ) ( ) ( )}*

2 22 22 * 2 *
1 0 0

*
00

exp 8 e d exp 8 e d

4 e d .
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= ⋅ −

+ −

∫ ∫

∫
             (30) 

(30)中的第一部分是一个常数，第二部分是鞅。所以 ( )*

1
QE F t < ∞   。根据参考文献 Zheng 等[10]中
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的 Lemma 3.6，我们知道 ( )*

2
QE F t < ∞   。因此， 

[ ] ( ) ( )( )* * 4

0,sup , , .Q
t TE J t X t S tπ
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                         (31) 

对于性质(3)。把(9)代入性质(3)的式子中，得 
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证毕。 

4. 总结 

在文章中，我们研究了 AAI 的鲁棒投资和超额损失再保险问题。AAI 可以将盈余投资到包含一个无

风险资产和一个服从 CEV 模型的风险资产中。采用动态规划方法，我们得到最优策略和最优值函数的表

达式。此外，我们还对该问题的最优再保险和投资策略进行了敏感性分析，得到的结果如下：1) 风险资

产的参数对最优再保险策略没有影响；2) 保险业务的参数对最优投资策略没有影响；3) 最优投资策略与

股票价格和弹性系数有关。 
在未来 AAI 的鲁棒最优再保险和投资问题的研究中，将我们的分析扩展到更一般的模型是有意义的。

此外，我们可以使用其他准则，如均值–方差准则。在这种情况下，计算起来可能会比较复杂。因此，

应该考虑更加实际的方法来处理鲁棒最优投资和超额损失再保险问题。 
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