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Abstract: In this paper, we introduce a Mittage-Leffler type series for metric of n order. We obtain Mittage- 
Leffler type metric series solutions of initial value problems for fractional differential equations system. Fur- 
ther, we obtain fundamental solution metric, which are denoted by Mittage-Leffler type metric series. 
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摘  要：在本文中，我们引进了n阶矩阵的Mittage-Leffler型级数。我们得到了分数阶微分方程组初值

问题的 Mittage-Leffler型矩阵级数解。而且，我们得到了分数阶微分方程组的用 Mittage-Leffler型矩阵

级数所表示的基解矩阵。 
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1. 引言 

本文中，我们研究如下分数阶微分方程组的矩阵级数解及其用矩阵级数表示的基解矩阵 
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其中 , , 1, 2, , ,ija R i j n D   表示 Caputo  0  1  阶导数，定义如下，请参见[1] 
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注：这儿我们可以要求 和, , 1,2, ,ija C i j n    ,  Re 0C   ，为了方便期间我们只考虑实数的情形。 



万桂华 等  分数阶微分方程的矩阵级数解    

1

nn



如果我们记 
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则赋予方程组(1.1)初值条件    1 100 , , 0n 0nx x x x   下的初值问题可以写成 

 
  00

D x t Ax

x x

 


 ，

，
                                            (1.3) 

其中
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分数阶微分方程是微分方程的一个重要分支。近年来，因其自身理论体系的不断完善以及与许多实际应用

(如：力学、化学和工程学等等)问题的密切联系，受到了国内外数学界和自然科学界的重视并不断得以深入研究。

分数阶微分方程已成为现代数学中一个重要研究方向之一。分数阶微积分不是求分数的微积分，它是求任意阶

导数和积分的一门学科(只是由于习惯而沿用了最初的称呼)，它的出现已有 300 多年的历史。近几十年，许多工

程人员指出，分数阶微积分非常适用于描述各种物理、化学材料的性质，请参见文献[1-5]。在现实中，应用科

学家和工程师认识到分数阶微分方程的基本理论为用分数阶方程建模的各种问题的讨论提供了自然框架。分数

阶微积分系统的研究吸引了越来越多学者的注意和兴趣。关于分数阶线性问题的求解是该领域中的一个最基本

的方面，由于分数阶导数的特殊性质，这些问题不像整数次线性微分方程的结果那样丰富和完善，请参见文献

[1,2,5-8]。其中还有好多问题有待于探索和研究。本文首先引进了方阵的 Mittage-Leffler 型级数，我们可以看到

常微分教材中的指数矩阵 [7,8]是该级数的一个特殊情形。我们得到了分数阶微分方程组(1.1)初值问题的

Mittage-Leffle 型矩阵级数解。而且，借助于该 Mittage-Leffler 型矩阵级数，我们得到了分数阶微分方程组(1.1)

的基解矩阵。 

2. Mittage-Leffler 型的矩阵级数 

我们首先给出几个与分数阶微分方程相关联的几个特殊函数，具体请参见文献[1]。 

定义 2.1.[1] 广义的 Mittage-Leffler 型函数是如下表达式 
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其中 。      1 1
k

k      
定义 2.2.[1] 经典的 Mittage-Leffler 型函数是如下表达式 
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特别地  1
zE z e 。 

设 A 是一个 n阶矩阵。 

定义 2.3. 矩阵 A 的 Mittage-Leffler 型级数指的是如下表达式 
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其中  ,  Re 0C   ，E是 n阶单位方阵。 
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定理 2.1. 给定任意的一个 n阶矩阵 A，在每个集合  : ,  X a a 0  A A ，级数(2.3)是一致收敛的。 

证明：如果 aA ，则级数  E A 以收敛于  E a 的数值级数 
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为优先级数，根据维尔斯特拉斯判别法，对于 aA ，级数(2.3)是一致收敛的。 

注 2.1. A 指矩阵的模，有关它的性质请参见[9]。 

注 2.2. 此时记该级数的和为  E A 。 

下面我们求问题(1.1)的初值问题的 Mittage-Leffler 型矩阵级数解。 

定理 2.2.初值问题(1.3)存在 Mittage-Leffler 型矩阵级数解   ,  ,  0E t t M M
    A 。 

证明：我们令 ，  0 0t x 
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因为，由矩阵模的性质可得 
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所以  x t 是问题(1.3)的解，对一切 t有定义且连续。我们让 
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并且由(2.4)式的第二个等式我们知道 
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  0n nt T x  ,                                          (2.6) 

在(2.6)式的两端取极限，我们得到(1.3)的解     0x t E t x
 A 。 

定理 2.3. (t 处于一个有限区间)是(1.1)的一个基本解矩阵。而且，如果 P 是一个阶可逆矩阵，则

也是(1.1)的一个基解矩阵。 

E t A
 E t A P

  0E   00xt A 是(1.1)在初值条件 x x证明：由定理 2.2 知  下的解。我们依次令 0x 为 ，从

而知道 的每一列是(1.1)的一个解，又因为 t
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E t A 0 时，   EE t A ，所以 是(1.1)的一个基本解

矩阵。 
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如果 P 是一个阶可逆矩阵，则我们很容易得知 
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并且 t = 0 时， ，所以 也是(1.1)的一个基解矩阵。  E t A P P  E t A P

例 2.1. 对角矩阵 ，我们来计算
1 0

,  ,  1, 2, ,

0

= i

n

R i n






 
    
 
 


   


B  E t B 。 

     

 

 

2
11 12

2

00 0

.
Г 1 Г 1 2

0 0 0n n n

E t
t t

E t E

E t




 







 

 
  

                            

 
         
  

B  

例 2.2. 
1

0 1

 
 
 

D ，求  E t D 。 

我们知道
1

0 1
k k 
  
 

D , ，由于 1, 2,k  

         
2 3

2
,1

2 3

Г 1 Г 1 2 Г 1 3 Г 1

kt t t kt
t E t

k

   
 

          
   

  . 

所以我们能够得到 
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现在我们来求用 Mittage-Leffler 型函数所表示的问题(1.1)的基解矩阵。 

由代数知识[9]我们知道：存在 n阶可逆矩阵 P，使得 1A PBP ，其中 
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为 A 的若尔当标准型， ,  1, 2, , ,  iJ i m m n  是若尔当块。则由 
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定理 2.4. 设阶矩阵 A 有 n个互不相同的特征值 1 2 , , n  ,  ，则矩阵函数 

        1 1 2 2,, , n nx E t r E t r E t r  
        

是(1.1)的一个基解矩阵，其中 是与矩阵 A 的特征值ir i 相对应的特征向量。 

证明：设矩阵 A 的特征根 1 2 , , n  , 互不相同，则 A 的若而当标准型
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。由定理 2.3，

是(1.1)的一个基解矩阵。所以，由(2.7)和例 2.1，我们可以将(1.1)的基解矩阵 用如

下形式来表示，即 
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因此，如果确定了矩阵 P，则就能够计算出基解矩阵。令 表示 P 的第 i列的向量，则基解矩阵 ir

        1 1 2 2,, , n n .x E t r E t r E t r  
        

这个式子表明方程组(1.1)有如下形式的解 

  ,iE t  ir  

其中 是与矩阵 A 的特征值ir i 相对应的特征向量。 

对于矩阵 A 的特征根有重根的情形，利用定理 2.2 或 2.3，理论上我们可以求得微分方程组(1.1)的基解矩阵。

但由于对于 Mittage-Leffler 型矩阵级数，我们目前无法得到指数矩阵那样好的性质： ，其中 A 和 B
是可交换的 n 阶矩阵。所以，我们在计算上会显得比较繁琐。我们在今后的工作中会继续探讨 Mittage-Leffler

型矩阵级数的性质，以便能够比较容易地计算出微分方程组(1.1)的基解矩阵。 
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