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Abstract: In this paper, an Euler implicit/explicit scheme with nonconforming finite element method of sub-
grid eddy viscosity type for solving the 2D nonstationary incompressible Navier-Stokes equations under high 
Reynolds number  is considered. The implicit/explicit scheme which is implicit for the linear terms and 
explicit for the nonlinear term, avoids the severely restricted time step size from stability requirement and re-
sults in a linear system with a same constant matrix at each level of time. The backward Euler scheme is used 
for time discretization. Crouzeix-Raviart nonconforming finite element approximation is used for the velocity 
and pressure field with the subgrid eddy viscosity technique, to cope with usual instabilities caused by 
Galerkin finite element methods. This paper also improved the restricted time step size which under stable 
conditions and given error estimates of velocity and pressure which independent on the viscosity 

Re

 . 
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摘  要：本文研究了二维高雷诺数 情形下，非定常不可压 Navier-Stokes 方程的 Euler 隐/显格式子格

涡旋粘性非协调有限元方法。隐式处理线性项，避免了时间步长的苛刻限制，显式处理非线性项，使

得对所有时间层求解时，系统矩阵为同一常数矩阵；时间项做向后 Euler 差分离散，空间用 C-R 非协

调有限元逼近，构造子格涡旋粘性有限元方法，克服了在 情形下 Galerkin 有限元方法的不稳定现象。

本文改善了稳定性下对时间步长的限制，并给出了不依赖粘性系数

Re

Re
 的速度和压力误差估计。 

 

关键词：Euler 隐/显格式；子格涡旋粘性法；非协调 C-R 元 

1. 引言 

不可压缩 Navier-Stokes 方程的相关理论及数值分析一直是计算流体力学和计算数学等领域研究的热点，至

 

*资助信息：国家自然科学基金 11271273/A011702 非定常 N-S 方程的稳定化有限元方法，冯民富四川大学主持。 
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今已有不少有限元方法、研究结果[1,2,3-5]。关于 Navier-Stokes 方程的有限元逼近，最常用的方法是混合有限元法。

对高雷诺数情形下的非定常 Navier-Stokes 方程采用 Galerkin 混合有限元方法研究时，至少有以下四个问题需要

考虑： 

1) 为了保证速度和压力的数值解稳定，要求构造的有限元空间满足 inf-sup 条件[6]。 

2) 因为高雷诺数情形下方程对流占优，所以即便采用 inf-sup 稳定的有限元空间组合，数值解仍会产生非物

理震荡，需要考虑新的稳定化方法。 

3) 非线性项的处理好坏将直接影响算法的效率和数值解的收敛，选择最优的处理格式成为必要。 

4) 为达到工程对时间步长取值的需求并降低计算量，对时间变量的离散格式既要求计算简便，又得保证在

稳定性下尽可能使时间取到大步长。 

低阶元由于其计算方便，在工程应用方面有着重要意义。众所周知，传统的低阶协调 ，1 0P P 1Q Q0 元不

满足 inf-sup 条件，不能直接用于混合有限元法，往往需要加 bubble 函数或进行稳定化处理；相比之下，非协调

元满足 inf-sup 条件，具有局部守恒性，并且自由度取在边上，可以进行并行计算。正因如此，C-R[7]元目

前在解决工程问题的混合有限元法中占据了重要的地位。但在高雷诺数情形下，即使对空间采用 inf-sup 稳定有

限元逼近，方程的对流占优仍会使标准 Galerkin 混合法得到的数值解产生非物理震荡。 

1 0P P

对于克服 Galerkin 混合法在求解对流占优问题时的不稳定性，目前已有一些有效的解决途径。经典的解决

方法是人工粘性法(简称 AV 法)[8]，该方法具有良好的稳定性，但精度不高，且格式不相容。八十年代中期，Hughes

和 Brooks[9]提出了流线扩散法(简称 SD 方法)。SD 法具有良好的数值稳定性及高精度性，但该方法有以下两个

方面的缺点：一方面为增加稳定性引入了其它关联项，且稳定化参数一般不易最优选取；另一方面为确保方法

的相容性，添加项中含有二阶导数项，增加了计算量。近年来，一种基于人工粘性法发展起来的子格涡旋粘性

法开始受到人们的关注。相比 SD 法，该方法具有良好的稳定性和高精度性，且格式简单，因此，子格粘性法

近年来吸引了不少人们进行深入研究和应用。该法最早源于 Guermond 思想，他在[10]中提出了 Subgrid modeling

方法，通过 bubble 函数增强有限元空间，使得人工粘性项仅作用在 bubble 函数空间上。随后 Layton[11]将其思想

进一步拓展，提出了子格粘性法，使得只在子格上增加粘性项，并针对定常对流扩散问题，用混合有限元法证

明了该方法具有良好的稳定性，同时给出了最优误差估计。并且 John-Kaya[12,13]和 Kaya-Riviere[14]把该方法用于

非定常 N-S 方程，Kaya-Layton[15]还基于此思想提出了一种新的稳定化技巧即变分多级方法。 

由于时间离散和非线性项的处理，在提高计算效率方面有着重要的意义，因此需要研究恰当的处理格式，

使得在保证稳定性下，既计算简便，又可取到大时间步长。目前，已有许多 Navier-Stokes 方程有效算法的研究。

差分离散(如 Euler 离散或 C-N 离散等)由于可以有效回避时空有限元空间剖分维数增加所形成的困难，降低算法

的复杂性和工作量，数值实现简便易行，成为解决非定常问题中时间项处理的常用方法。对于非线性项的处理，

目前共有四种方法，即全隐格式，全显格式，半隐格式和隐/显格式[1,2,6,16]。其中全显式格式虽然简单，但由于

其收敛性对时间步长的苛刻限制很少被人们使用；全隐格式虽是无条件收敛的，但需要在每一时间层求解非线

性方程组，也不被人们看好；半隐格式，虽然几乎无条件收敛，但数值计算方面还存在一些缺陷。至于隐/显格

式既不苛刻限制时间步长，又在每一时间层上线性方程组的系数矩阵为同一常数矩阵，提高了计算效率，该格

式对线性项采用向后 Euler 隐式格式以改善格式的稳定性，对非线性项采用显式格式简化计算，因此得到人们的

认可和研究。以往的数值分析结果认为对于隐/显格式，空间离散网格尺度和时间步长需要满足 CFL 条件，即

。最近何银年[1]对于二维 N-S 方程采用 Galerkin 混合有限元法，改善了上述收敛性条件，证明了隐/

显格式数值方法是几乎无条件收敛的，即 0 。

0
rt C h 

t C   

本文针对二维高雷诺数情形下的非定常不可压 Navier-Stokes 方程，建立了基于非协调 C-R 元逼近的 Euler

隐/显格式子格涡旋粘性有限元方法，即时间变量采用向后 Euler 差分离散，空间变量采用非协调 C-R 元逼近，

有效降低了算法的复杂性和工作量；隐式处理线性项，避免了时间步长的苛刻限制，显式处理非线性项，使得
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对所有时间层求解时，系统矩阵为同一常数矩阵，既提高计算效率，并且可以在保证稳定性下取到大时间步长；

稳定化方法采用子格涡旋粘性法，有效地克服了在 情形下 Galerkin 混合有限元方法的不稳定现象，同时格式

简单。本文对高雷诺数 进行了修正，证明了该有限元格式是几乎无条件稳定的，并且改善了何银年
[1]中的稳定性条件，使得时间步长不依赖于粘性系数

Re

 1Re o  

 。同时，本文还给出了不依赖于粘性系数 的速度和压力

误差估计。 

本文安排如下：第 2 节给出一些记号和预备知识；第 3 节建立非定常不可压 N-S 方程的 Euler 隐/显子格粘

性非协调有限元格式；第 4 节给出格式的稳定性分析和解的存在唯一性证明；第 5 节得出不依赖粘性系数 的

速度和压力误差估计；第 6 节是结论。 

2. 记号和预备知识 

设 是边界 为Lipschitz连续的凸多边形有界区域，文本考虑如下二维非定常不可压缩Navier-Stokes

问题：求速度

2 

    2, , ,u t x1u tu x 和压力  ,p p t x 满足 

 
 

 

, in 0,

0, in 0,

0, on 0,

t p T

T

T

      

  

 

u u u u f

u

u

                     (2.1) 

   0,0 , in u x u x  

其中 为给定体力，        22
1 2, , , ,t f t f t L  f f x x x   1Re 0 1    是粘性系数， 为一有限时间，

是初始速度。 

0T 

   22H 0u x
为解决问题(2.1)，引入如下 Hilbert 空间[6,12,17]： 

 21
0X H  ,         22Y L  , 

    2 2
0 ; d 0Q L q L q x


      . 

对于空间 赋予 -标量内积 2 , 1, 2,4
d

L d  ,  2L   ,  和  2L  -范数
0
 ；相应地，对于空间 和空间 1

0H  X ，

赋予通常内积 ，和范数  ,   u v u , v  1 2

0X
,  u u u u ，同时我们定义 X 的闭子空间： 

；Y 的闭子空间： ; 0V X    u u  ; 0;H Y       0v v v n 。此外，我们引入 Stokes 算子 A P  ，

其中 为Y H 的 -正交投影算子，P  2L A 的定义域为    22D A H V   。 

对 , , ,X q Q   u v w ，我们分别定义 X X 上的连续双线性型  ·,a  ， X Q 上的连续双线性型  ·,d  ，

以及 X X  X 上的三线性型 ,  为：·,b   

       

             

, , , , ,

1 1 1
, , , div , , , .

2 2 2

a d q q

b

   

      

u v u v v v

u v w u v w u v w u v w u w v
 

对于上面定义的 ，我们有[3,17]：  ·, ,b  

1) 对     , , : , , , , ,X b b   u v w u v w u w v

  1 2 1 2 1 2 1 2

0 0 0 0 0
, , ;b c   u v w u u v w w  

2) 对  , ,X D A Y   u v w ： 

      0 0
, , , , , ,b bb c   u v w v u w w u v u v w

0
A . 

于是，问题(2.1)的一个相应变分问题为：对  0,t T  ，求  , p X Q u 使得 

Copyright © 2012 Hanspub 61 



郭英文，冯民富  二维非定常 Navier-Stokes 方程的 Euler 隐/显格式子格涡旋粘性非协调有限元法 

           
     0

, , , , , ,

,0 , , .

t a b d q d p

q X Q

    

   

u v u v u u v u v , ,f v

u x u x v
                (2.2) 

由文献[4]知，当 ， 0, ;L T Hf  2 0, ;t L T V f ，    22
00 ,H H V   f u 时，变分问题(2.2)存在唯一解

 , pu ，满足 ， 220, ;L T H  u   1 2 0, ;p L T H 。 

3. Euler 隐/显子格涡旋粘性非协调有限元格式 

对任给定的正整数T ，记 ，其中, 0,1,nt n t n N    N T t  ， t 为时间步长。设 是一网格参数，

为区域

0h  hT

 的拟一致三角剖分，其中所有三角形单元 hK T 的直径 Kh 不超过 h 。所有单元 K 的边界 的集合定

义为 ，

E

h Eh 为边界 E 的长度， En 为边界 E 的外法向量，  nP K 为单元 K 上次数小于或等于 n 的多项式空间。

对于函数 ，我们定义跳跃函数   为：     E K EK     。其中 为相邻单元 和E K K 的公共边界，特别

地，在 上我们定义   K  。 

定义速度和压力的非协调有限元空间如下： 

    2

1: , d 0, ,h K h hE
V Y P K s K T E      v v v ,   0 h: ,h KQ q Q q P K K T     . 

定义 上的内积hV    ,
h

h K
TK

    , ，范数
0,h
 ，其中：  ,

K
  和  1 2

0,
,

Kk
    分别为 上内积和范数。同

时定义

 2L K

,
E

  和
1 2

,
E E

 
0,
  为  2L E 上内积和范数。令 

 0; ,h h h h h K hW V K T     v v .  

因为 ，所以引进离散的双线性型hV X  ,ha   ，  ,hd   的定义： 

   

   

, , , ,

, , , + X,
h

h

h h h h h h h h h hK
K T

h h h h h h h h h hK
K T

a V

d q q V q Q





     

      





u v u v u v

v v v ;

X

 

以及三线性 的定义： , ,hb    , ,h h h hV X  u v w ， 

        1
, , , ,

2
h

h h h h h h h h h h h hK K
K T

b


   u v w u v w u w v , 

其中梯度算子 和散度算子h h 满足        ,h h K h K h h K h K      v v v v ，即有： 

       
   

, , , , , , ,

, , , , , .

h h

h

a a b b

d d X

 

  

u v u v u v w u v w

u v u v u v w

,
 

为定义子格涡旋粘性法，我们现引入如下空间： 

  2

0 0; ,h h K hR Y P K K T    q q ,  

同时定义 -正交投影算子 ，2L 0:HP Y R     0, , , ,h H h hP Y R   p q p q p q ，则有 

 
0,

0,

0,

21

0,
,

;

.

,
K

K

H K

H K

P C Y

P Ch H

  

      

p p p

p p p p Y
 

为后面稳定性和误差估计分析的需要，我们现给出以下三个性质： 

(A1) 当 时，则有( 为正常数)    0 , , , 0, ;t ttD A L T Y u f f f C

      0 0 0 0 0
0
sup t tt

t T
A t t t

 
  u f f f C  
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(A2) 存在逼近 h hI Vv ， h hJ p Q 满足对  22X H   v ，  1p HQ    有[7]： 

   
   

, , ,

, , ,

h h h h hK K

h h h hK K

q I q q Q ,

.hJ p p

     

     

v v

v v v V
 

  2

0,0, 0,
,h h K KK K

I h I ch A    v v v v v                        (3.1) 

  0,0, 0,
,h h K KK K

p J p h p J p ch p                            (3.2) 

且有逆估计： 

1

0, 0,

1 2

0, 0,

 ,

,

h K h hK K

h E hE K

ch V

ch E





    h

h  

v v v

v v
 

(A3) 下列不等式成立： 

 
4

2

1 2 1 2
0 10 0 0

3 00 0 0

0 20, 0, 0,2 , 0,

|| ,, ; ||

, ;

.

,

, ,

L

H

h h h h hK K k K K

r X C

C A r A D A

r C

     

    

     

v v v v v v

v v v v v

v v v v v

0

hV

 

其中 , , 为仅依赖于区域 的正常数， 为依赖于0r 1C 2C  3C  和 的常数。 

于是变分问题 (2.2)的非协调 Euler 隐 /显子格粘性有限元格式为：求  ,n n
h h h hp V Q u ，使得对任意

满足 1,2, ,n N 

           1 1, , , , , , ,?,n n n n n n
t h h h h h h h h h h h h h h h h hh h

d a b d p q V       u v u v u u v v f v v Q          (3.3) 

其中  1n n n
t h h hd t 2

0
  u u u ； 为0

hu Hu 的 -正交投影，即2L 0
0 0,0,h KK

u u ；双线性型 为  ,hM  

      , , ,
h

h h h H h H h h h hK
K T

,M I P I P V


     u v u v u v  ； 

I 为自映射，粘性参数 稍后给出定义。 

因为 HP 为 -正交投影，所以对于2L
0,

0h h
 v ， h Vh v 有 

     
2

2 2 2 20,

2 0,0, 0, 0,0,

0,

1 :
hH h

H H ah h d hh h hh h
h

h

h

P
I P P   

 
           
  

v
v v vv v

v
2

d v  

且由
0, 0,

0 H h hh hP   v v 可得  add0 h  v 。 

4. 格式的稳定性分析及解的存在唯一性证明 

下面我们对问题(3.3)的离散解的稳定性和存在唯一性进行分析和证明，设 为不依赖粘性系数C  的正常数，

在不同的地方有不同的数值。 

定义 4.1 我们定义修正的高雷诺数如下： 

 
    

0,

1

red addRe : inf , .
t T

ht t X   



 

     
 

V  

引理 4.1[18] 存在不依赖于 的正常数h  ，使得 

 
0, 0,

,
inf sup .
h h h h

h

h

h h

q Q V hh h

d q

q


 


u

u
u
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定理 4.1 当 ，时间步长  21H  f   0t  满足 

 1 2
red red 0 1min 1,Re , 2 Re ,h ht G G 2c                              (4.1)   

即 0 red 0,Re , ,t C   u f 时，Euler 隐/显子格粘性非协调有限元问题(3.3)的解  ,n n
h hpu 具有如下稳定性估计： 

21
red 10,

Re ,n
h h

  u                                               (4.2) 

1

2 2 2 21
red red 0 00 0, 1

1

Re Re
N

N n n
h h h

n

N

n

t C t







     u u f u .                  (4.3) 

其中 为依赖于 的正常数，1  red 0,Re , , u f 22 -1
1 1 red 0 0,

Re
h

c  u 。 

证明：在(3.3)式中令 再等式左右两端同乘以 2 ,n
h h h hq p v u ,n t 则有 

         1 1, 2 , 2 , , 2 ,2 ,2n n n n n n
t h h h h h h h h h h h h hh h

d t a t b t M t   t       u u u u u u u u u f u        (4.4) 

由等式   2 2 2 2,,2       x y x x y x y x y 有 

   
2 2 2 21

0, 0, 0,
, 2 .n n n n n

t h h h h t hh h hh
d t d    u u u u u t                       (4.5) 

因为 

    2

0,
, 2 2 , 2 .

h

n n n n n
h h h h h h hK

K T

a t t  


t       u u u u u                  (4.6) 

         

     

2 21 1 1/1 1

0, 0,

2 22

,

2

21

0 0,

2 , , 2 , ,

1
,

4

n n n n n n n n
n h h h n h h t h h h t hh h

n n n
t h h hh h

b t b d t G d

d t G t

   



     

    

u u u u u u u u u

u u u

t
      (4.7) 

其中   22 2
0 0,

2 .n n
h h h

G c u u  

         2

add 0,
, 2 2 , 2 .n n n n n n

h h h H h H h h h hh
M t t I P I P          u u u u u u t      (4.8) 

(4.4)式变形可得 

         1 1, 2 , 2 ,2 ,2 , , .2n n n n n n
t h h h h h h h h h h h h hh h

d t a t M t t b   t      u u u u u u f u u u u       (4.9) 

由(4.4)式右边可得 

       2 1 2 2add1
add 1 0

3
, 2

2 4

n
hn n n n n

h h hh

C
t t

 
 






      

u
f u u f u

,h t .       (4.10) 

结合(4.5)-(4.10)式得 

          12 2 2 2 221 1 2
add 1 add0, 0, 0, 0, 1

1 5

4 4
n n n n n n n n
h h h h h h hh h h h

G t t C   


 


         u u u u u u u f t  

关于 从 1 到 求和，有 n N

   
2 2 2 22-1 1 2 0

red 1 red0 0, 0, 1
1 1 1

5 1
Re Re

4 4

N N N
N n n n n
h h h hh h

n n n

t G t C


  

          u u u u
2

0htf u          (4.11) 

下面我们用数学归纳法证明(4.2)式和(4.3)式： 

当 时，由0N  0
0
h u u 可得两式显然成立；当 1N  时，因为  0

redReh hG t G t    u
1N

1

1

，则显然有(4.2)式

对 成立。再把 带入(4.11)式，则我们有(4.3)式也对1N   0
redReh hG t G t    u  成立；假设 0,1, ,N J  时，

(4.2)式和(4.3)式都成立，下证明两式当 1N J  也成立。 
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我们由归纳假设和 (4.2)式对 0,1, ,N J  成立知，   22 2 2 2
0 r0,

2 2 RJ J
h h h

G t c t c     u u ed 0 1e ，所以有

，即   1
redReJ

h hG t G t    u

 1 1
redRe 1 1,n

h hG t G t n J       u .                         (4.12) 

由此当 +1N J 时，结合定义 4.1，(4.11)式和(4.12)式可得 

2 2 2-1 0
red red0 0, 1

1

+1 +1
1

1

+ Re Re .n n
h h h

n n

J J
J t C t


 

      u u f
2

0hu  

即有当 +1N J 时，(4.3)式成立。即由归纳假设可知，(4.3)式对 n 成立。 

再由(4.3)式可得
21 1

red 10,
Re J

h h
  u ，即当 +1N J 时，(4.2)式成立，则由归纳法可知，(4.2)式也对 也成立。 n

定理 4.2 Euler 隐/显子格粘性非协调有限元格式(3.3)存在唯一解  ,n n
h h h hp V Q u

1n

。 

证明：由于我们要讨论解 的存在唯一性，因此假定已求得,?n n
h hpu h

u 。首先证明(3.3)式中解的存在性：(3.3)

式等价于 

           1 11 1
, , , , , , , ,n n n n n n n n n

h h h h h h h h h h h h h h h h h h h h hh
h

a d p d q M b
t t

             
 
 
 

u v u v v u u v f v u v u u v1, (4.13) 

令 

        

   



 1 1 1

1
, ; , , , , ,

1
, , , ,

n n n n n n n
h h h h h h h h h h h h h h h h h h

h

n n n n
h h h h h h h hh

,A p q a M d p d q
t

F b
t



  

       

     

u v u v u v u v v u

v f v u v u u v
 

则问题(4.13)即为线性问题：求   ，使得,n n
h h h hp V Q u    , ; ,n n

h h h h hA p q Fu v v 。显然，F 是一个连续线性算子，

由 Brouwer 不动点定理可知解存在。 

下证明解的唯一性：假设 均为(4.13)式解，令        1 1 2 2, , ,n n n n
h h h hp pu u           1 2 1 2,n n n nn n

u h h p h hE p p   E u u 则

有 

       1
, , , , ,n n n n n

u h h u h h h p h u h h u h
h

a d E d q M
t

       
E v E v v E E v 0

n
p

          (4.14) 

令 ，有,n n n
h u hq E v E

2 21
red0, 0,

Re 0n n
u uh h

t   E E 。所以 0n
u E ，即问题(3.3)的速度解唯一。再由引理 4.1 的

inf-sup 条件可知，问题(3.3)的压力解也存在且唯一。 

5. 误差分析 

引理 5.1[19] 存在正常数 ，使得 C

 

  1

0

2

, 0,

0, 0,

π d ,

π d .

E K KE

E E KE

v v s Ch v

v v s Ch v

 

 

   

  




 

其中 为π    1
kH K P E 上的 投影， 2L E hE ，    1 1,H K v H K   。 

引理 5.2 (Gronwall 引理)设 , , , , ,n n n nC t a b c d  0n  是非负数，且满足 

1 1

1 0 0

, 1
m m m

m n n n n
n n n

a t b t a d t c C m
 

  

          .  

则  
1 1

1 0 0

exp , 1.
m m m

m n n n
n n n

a t b t c C t d m
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定理 5.1 设 为问题(2.1)的解，      22 1, p H X H Q     u   ,n n
h h h hp V Q u 为问题(3.3)的解， 

，则存在不依赖粘性系数      2 22 2 2
00, ; ,L T H x H   u, ,t tt tttu u u  的正常数C ，当   0 red 0Re , , ,t C T   u

时，对 , 1, 2, ,n N   N T t  有 

   
1 2 12

-1 2
red red0 0,1

Re Re , , , ,
N

N N n n
h h

hn

t C T p h 


                
u u u u u t h         (5.1) 

证明：令    n n n n n n n n
h h h h hI I n        e u u u u u u 。已知在本方法中对 ,h hK T E   有 0n

h Kq  ， 

0, 0n n
h K E

     v u
n

。 

由上知 n n n
h h   u u ，则(3.3)式等价于 

         
              

    


       

1 1 1

1

, , , , , , ,

, , , , , , , , ,

, , , , ,

n n n n n n n n n
t h h h h h h h h h h h h h h h h h hh

n n n n n n n n n n
h t h h h h h h h h h h h h hh h

n n n n
n n h h h h h h hh

d a b b M

, hf d a M b e b e d p d

t t t b a M

   

   



  



     

       

     

v v u u u v u u u v v

v v v v u v u v v u

u u v u u v u v u v

q   (5.2) 

又因为 

           

      

, , , , , , ,

1
              , , , , ,

2
h h

n n n n n n n
h h h h h h h h h h hh

n n n n
t n h n h h h E h E hh

h
E E

E E EE E

f a b d p M d q

t t M p




  

    


  


    

v u v u u v v u v u

uu v v u v n v u n u v
n

   (5.3) 

将(5.3)式带入(5.2)式，则有 

                
         

     

1 1 1

1

, , , , , , , ,

, , , , , , , ,

1
, , ,

2

h

h h

n n n n n n n
t h h h h h h h h h h h h h t n t n h hhh

n n n n n n n n n n
h h h h h h h h h h t h h h h h h E E

E

n n
n h E h h hEE EE E

d a M b e b e d t t a

b b d M M p

t R

     

 



  



 

       

       


   








 

v v v u v u v u u v

u u u v u u u v v v u v v n

u v u n u v v
n

     2 3 4, , , .h h hh h h
R R R  v v v

,n
hv

 (5.4) 

其中 

          
       

     

   

1 1 1
1

2

3

4

, , , , ,

, , , , ,

1
, , , ,

, ,

,

2

.

h

n n n n n n
h t n t n h h h h h h h h h h hh h

n n n
h t h h h h hh h

n n n
h n h E h h Eh E

E EE E

n
h h hh

R d t t b b

R d a M

R t p

R M

   



  



     

 

 
  




 


  



 




vv u u v u u u v u u u

v v v v

uv v u n u v v
n

v u v

,

,n

h

 

令 ，代入(5.4)式中有 2 n
h h t W  v

      
       

2 2 2 21 2
add0, 0, 0, 0,

1 2 3 4

2 , , 2 , , 2

,2 ,2 ,2 ,2

n n n n n n n n n n n
h h t h h h h h h h hh h h h

n n n n
h h h hh h h h

d t b e t b e t t

R t R t R t R t

        

   

          

        

u u
    (5.5) 

下面我们估计等式(5.5)右边的每一项，因为 

          
1 1

1

1 1
d dn n

n n

t t

t n t n t n t n n ttt t
t d t t t t t t

t t 
    

  u u u u u t  

所以 
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1

1 1 1
1 1

1
, , d , ,n

n

t n n n n n n
h n tt h h h h h h h h h h hh ht

R t t t t b b
t 

  
      

 v u v u u u v u u , ,u v  

则 

     
1

1 2

2 21 2 1
1 10, 0 0, 0, 0,

d
n

n

t
n n n

n tt h h t hh h h
t

R C t t t t C d


 


 
         

 
 u u u u

h
t  

     
 

    

2 22 add2 2
1 1, 0, 0,

add

21 2

0,

, 2
12

                        4

n
hn n n

h ttt n h t hn h hh
h

n n n
h h h h

C
R t t t t d

G G t

  
 

  








       



   

u u

u u

h
t

      (5.6) 

下面估计(5.5)式右边的第二项， 

   
 

        

2 2add

1, 0, 0, 1,
add

2 2

add0, 0,

, 2
12

, 2 , 2 2
12

n
hn n n n n n

t h t h h tnh h hh
h

n
add hn n n n n n n

h h h h h h h

C
d C d d

a M

  
     

  

  
         

 


    




     

h

        (5.7) 

下面估计(5.5)式右边的第三项，由[20]知 

 
0, 0,

,
h

n n
n h hh h

E E E

t C h A   



 

 u
u

n
n ,                              (5.8) 

  2

0, 0,

1
,

2
h

n n n n n
E h hh

E E

Ch A


   u u un
h

 ,                              (5.9) 

0, 0,
,

h

n n n n
h E hh

E E

p Ch p


   n
h

 ,                                   (5.10) 

   
   2 4add 2

3 0, 0, 0,
add

, 2
12

n
hn n n

h h nh hh
h

C
R h

  
 

  


    


u

2n

h
A p          (5.11) 

最后我们估计(5.5)式右边的第四项得 

     
  2add 2

4 0, 0, 0, 0,
, 2

12

n
hn n n n

h H H h hh h hh
R I P I P C h A

 
           u u

2n

h
      (5.12) 

又因为 

         
     
   

   
0, 0, 0, 0,

2 2 2add 2

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,
add

, , 2 , , 2 , , 2 , , 2 , , 2

, , 2 , , 2

12

n n n n n n n n n n n n n n n
h h h h h h h h h h h h

n n n n n n n n n n
h h h h h h hh h h h

n
hn n n n n n n

h h nh h h h h h h
h

b e b e b b b

b b C

C
C h A

        

       

  
   

  

     

      


         



u u u u

u u

u u
2

u

   

2

0,

2 2 4

0, 0, 0,
add add

n
h h

n n n

n nh h h
h h

C C 
     

    
 

u

 (5.13) 

将上面的式子代入(5.5)式，整理得 
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2 2 2 21 1
add0, 0, 0, 0, 0,

2 2 2 22 2

1,1, 0, 0,
add add

2 2 22

0, 0, 0,
add

1 1 3

2 2 2

4

n n n n n n n n
h h h h h h hh h h h

n n n n
t add ttt nn n hh h h

h h

n n n
hn h h h

h

G t t G t t t

C C
d t tC H A t t t

C
h A t

         

     
     


  

 



              

         
 

    


u u

u u

u u
 

2

h

  

   

4 24
add0, 0,

add

2
4 2

0, 0,
add

n n
hn h h

h

n n

n h h
h

C
h A t C A t

Ch
A p t

  
  

  

n   


   


u u

u

 

由(4.1)式和定理 4.1 可知 

 1 1
red redRe Re 0, 0n

h hG t G t n         u N . 

对 从1到 求和，则 n N

  

    

     

     

22 2

22 2

2 22 2 2 2

2 22 2 21

2 2 21 4
red red 0, ;0 0,

1

2 22 2
red red red 0, ;0,

1

2 22 2
red 0, ; 0, ;

242 4
red red0, ; 0, ; 0,

1
Re Re

2

Re Re Re

Re

Re Re

N
N n
h h t L T Hh

n

N
n
h tt L T Hh

n

L T H L T H

hL T H L T H h

t C h

C t h C t

C h C H

C h p C h

 















 

 

   

    

 

 





u

u

u u

u 0

 

由三角不等式，可知 

0 0 0 0 0 0 0 0 2

0, 0, 0, 0, 0,

0

0,

n
h h h h h hh h h h h

I I         u u u u u u u u u
h

Ch A  

取 为 在 中的插值函数，即令0
hu 0u Vh

0
0h hIu u ，则 0 2

0 0 0,0,h hh
Ch A u u u ， 0 2

0 0,0,h hh
Ch A  u 。使用离散的

Gronwall 不等式，则存在正常数  redRe , , ,C  uT 使得 

2 21 2
red0 0,

1

1
Re

2

N
N n
h h h

n

t C h t 



       2 2h                   (5.14) 

又 2 21 2
red0 0,

1

1
Re

2

N
N n

h
n

t C h t 



       2 2h ，由三角不等式即可得(5.1)式。 

定理 5.2 设  ,n n
h h h hp V Q u 为问题 (3.3)的解，        22 1, p H X H Q     u

; ,  

为问题 (2.1)解，

  22 2; ,, , H p L    2 10, 0t tt ttt L T T Hu u u ,   220, ;L T H u ，则存在不依赖粘性系数 的正常数

 redRe ,C , ,p T u ，使得 

 3 2 1 2 1 2 1 2

0,
1

N
n n

h h
n

t p p C t h t h t h t 


                         (5.15) 

证明：对(2.1)式的第 n 层，两边同乘以 h Vhv ，并在单元K 上积分后运用 Green 公式，则我们可得 

              , , , , , , ,n n n n n n
t n h h h h h h h h h h h hh h

t a b d p d q f L     u v u v u u v v u v v  

其中 

       1
d

2
h

n n n
h h n h E h h E

E EE

L t p


s
 

    
 

 
 

uv v u n u v v
n

n  
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结合(3.3)式，有 

       
     

       

    

1

1 1

,

, ,

, , , ,

1
,

, , ,

, , ,

n n n n n n
h h h h h h h hh h h

n n n n
n h h h h h h

h

n n n n n
h h h h h h h h h

n n n n n
h h h h h hh h

J p p J p p p p

t a
t t

b b M L

J p p M p



 

            

        

   

        

v v v v

u u u v u u v

u u v u u v u v v

v u u v v 

h

h

 

由(5.8)，(5.10)式可得 

   2

0,0 0,

n n
h h h hh

L Ch A p  v u v                           (5.16) 

结合(4.12)，(5.6)，(5.13)式，我们可知  

       

         
  

1
1 1

1 1 1

1, 0 00, 0, 0,

0,00,

, , , , , , ,
n nn

n n n n n n nh h
h h h h h h h h h h h h h

n n n n n n n n
ttt n h h hh h h h

n n n
h h hh

a b b M
t t

C t t

h A



 


 

  



 
      

  
           


    

u uu v u u v u u v u u v u v

u u u u u u u u

u u u v

u  

综上，对 从1到 求和，再由(5.1)式和 ， 的正则性，则存在不依赖粘性系数n N nu np  的正常数C，使 

   3 2 1 2 1 2 1 2

0,
1

,
N

n n
h h h hh

n

p p t C t h t h t h t 


             v v          (5.17) 

由引理 4.1 知 

 
0,

0,

div ,
sup

h h

n n
h h h hn n

h h h V h h

J p p
J p p C

 


 

v

v

v
, 

所以，利用三角不等式和(5.17)式，有 

 

 
0, 0, 0, 0

1 1 1 1 10,

3 2 1 2 1 2 1 2

div ,
sup

h h

n n
N N N N Nh h h hn n n n n n n

h h h hh h h Vn n n n nh h

J p p
t p p t J p p t p J p C t Ch t p

C t h t h t h t 

     


            



       

    
v

v

v   (5.18) 

所以有(5.15)式的压力估计。 

6. 结论 

本文对高雷诺数情形下，非定常不可压 Navier-Stokes 方程采用 Euler 隐/显格式子格粘性方法，用非协调 C-R

元逼近，有效地克服了在 情形下 Galerkin 混合有限元方法的不稳定现象，改善了稳定性下对时间步长的限制，

给出了稳定性分析和不依赖粘性系数

Re

 的误差估计。该有限元方法很容易推广到满足 inf-sup 条件的高阶有限元

情况。 
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