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Abstract: The solitary loop wave of a CH-DK equation is investigated by using the dynamical system theory. 
The existence conditions of solitary loop wave are found and the explicit parametric function expressions of 
solitary loop wave are given in this article. 
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摘  要：用微分方程动力系统方法研究一个 CH-KP 方程发现 CH-KP 方程存在孤立圈波。给出了孤立

圈波的存在条件，得到了孤立圈波的精确参数函数表达式。 
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1. 引言 

文献[1]研究了 CH-KP 方程的行波结构及性质。 

 2 m n
t x x yyxxt x

u ku u au u u      0
                               (1) 

在一些特定的条件下，文献[1]给出了方程(1)的一些光滑和非光滑行波解。文献[2]用拟孤立波方法得到了方

程(1)的 1-孤立波解。对任意 m、n，计算方程(1)的行波很困难，因此在 m = 2、n = 1，和 a < 0 的条件下，本文

用动力系统分支方法[1,3,4]研究方程(1)，发现方程(1)存在孤立圈波，并计算出孤立圈波的精确参数形式解。 

2. 行波方程 

2, 1m n  时，方程(1)可写为 

 22t x x yyxxt x
u ku u auu u      0

                                (2) 

作变换    , ,u x y t  、 x y ct    ，方程(2)变为 
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   22k c c a   
  0
       

                               (3) 

对方程(3)积分两次，第一次积分取 0 为积分常数，第二次积分以 g 为积分常数，得行波方程 

   2 22 1
2

ak c c g                                         (4) 

设 z  ，方程(4)变为 2 维平面系统 

 2
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                               (5) 

令 

d 2 dc                                           (6) 

系统(6)变为 
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d
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                             (7) 

明显地，系统(5)和(7)有同样的首次积分 

   2 2 4 3 22 2 1
, 2

4 3
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    h                        (8) 
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                                      (9) 
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                      (11) 

根据平面微分方程动力系统关于平衡点的结论知系统(7)的平衡点有下列性质： 

1) 时，0gc 0,
2

g
c

 


 
是 2 个鞍点； 

2) 1g g 时，
2 1

,0
k c

a
  


 








是 1 个尖点； 

3) 时，  和  是 2 个中心点； 0, 0g c  ,0 ,0

4) 时， 和 是 2 个鞍点； g 0, 0c   ,0  ,0

5) 时，  是 1 个中心点，1 0, 0,2 1 0g g c k c      ,0  ,0 是 1 个鞍点； 

6) 时，  1 个鞍点，1 0, 0,2 1 0g g c k c      ,0  ,0 是 1 个中心点； 

7) 时，  是 1 个鞍点，1 0, 0, 2 1 0g g c k c      ,0  ,0 是 1 个中心点； 
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8) 时，  是 1 个中心点，1 0, 0, 2 1 0g g c k c      ,0  ,0 是 1 个鞍点。 

基于上面的结论，在一些特定条件下，可画出系统(5)和(7)的一些相图(图 1)。 
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(d)                                      (e)                                   (c) 
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(d) 时，
1
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1

, 2 1
2
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, 0
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Figure 1. The bifurcation phase portraits of systems (5) and (6) 
图 1. 系统(5)和(6)的相图分支 

 

3. 孤立圈波解 

下面的 5 个命题给出了 5 个孤立圈波的参数形式解。 

命题 1：如果满足 时，0g 
1

, 2
2

k c k   1或
1

,
2

k c   0，则方程(2)存在一个孤立圈波。且此孤立圈波

的参数解为 
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       (12) 

其中
  1

2

ac
w

   2   
 是参变量。 
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命题 2：如果
1

,2 1 0, 0
2

k k c g      ，则方程(2)存在一个孤立圈波。且此孤立圈波的参数解为 
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其中
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 参变量。 

命题 3：如果满足 1g g 时，
1

, 0, 2
2

k c c k    1或
1

,
2

k c 0   ；记 0

2 1k c
a

  
 ，则方程(2)存在一个

孤立圈波。且此孤立圈波的参数解为 
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                       (14) 

其中
2

acw   是参变量。 

命题 4：如果满足 时，1 0g g 
1

, 2
2

k c k   1或
1

,
2

k c 0   ，则方程(2)存在一个孤立圈波。且此孤立

圈波的参数解为 
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其中
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命题 5：如果
1

,0 2 1
2

k c    k ， 1 0g g 

 
，则方程(2)存在一个孤立圈波。且此孤立圈波的参数解为 

 
 

     

1 2

1 2 2 1

1
1 2

1 2 2

2

2 cosh

8
2 arctan

2

w

c ww
a

tanh


 

    

 
     

     

 





  

  


     



   

       

      (16) 

         


其中

 1 2

2

ac
w

   
  

  



是参变量。 

证明：只证命题 1 和命题 2，其余 3 个命题有类似的证明。 

命题 1 的证明，如果满足 时，0g
1

, 2
2

k c k   1或
1

,
2

k c   0，则过  ,0 的异宿轨线 1L 、 1L和开

轨线 等势，且在渐近线两侧(看图 1(a))，所以方程(2)有一个孤立圈波。根据(8)式，1 1L 、 1L和 由方程 

所确定。于是 
1

 H z , H  ,0
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其中 1 2    。 
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把(17)代入系统(7)的第一个方程，沿 1L 、 1L和 1 积分，得 
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把(18)代入系统(6)积分，得 
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结合(18)和(19)，即得孤立圈波解(12)。 

命题 2 的证明，在满足
1

,2 1 0, 0
2

k k c g      时，过  ,0 的异宿轨线 2L 、 2L 和开轨线 等势，且在 2

渐近线两侧(看图 1(b))，所以方程(2)有一个孤立圈波。根据(8)式， 2L 、 2L 和 2 由方程 所确

定。于是 
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其中 1 2     。 

把(20)代入系统(7)的第一个方程，沿 2L 、 2L 和 2 积分，得 
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把(21)代入系统(6)积分，得 
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结合(21)和(22)，即得孤立圈波解(13)。 

依据(12)和(13)，用 Mathematica 7.0 可画出两个孤立圈波的平面图图 2。 
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1

1

3

u

10 6 2 2 6 10

3

1

1

u

 
(a)                                  (b) 

Figure 2. The solitary loop waves of Equation (2) with 1, 1a k     and 6g  ; (a) ; (b) 1.5c   0.5c    

图 2. ， 时，方程(2)的孤立圈波平面模拟图；(a) 1, 1a k    6g  1.5c   ；(b) 0.5c    
 

4. 结论 

在 的条件下，本文用微分方程动力系统方法研究一个 CH-KP 方程。找到了孤立圈波的存在条件。计0a 
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算出了孤立圈波的精确参数函数表达式。用 Mathematica 7.0 模拟出了两个孤立圈波的平面图(看图 2)，这些结果

丰富了 CH-KP 方程的研究内容。 
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