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Abstract: In this paper, according to the generators of special unitary group ( )SU N , the separability of 
quantum states in infinite dimensional bipartite quantum systems is studied, and we obtain some necessary 
entanglement criteria for states in the cases of N ⊗+∞  ( 2 N≤ < +∞ ). 
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摘  要：本文借助特殊酉群 ( )SU N 的生成元，研究了无限维两体量子态的可分性问题，得到了一些

N ⊗+∞情形量子态可分的必要性判据(其中2 N≤ < +∞ )。 
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1. 引言 

在迅猛发展的量子信息与量子计算理论中，量子纠缠态扮演着重要而奇特的角色[1]。量子纠缠态已经作为

一种必要的资源应用于量子计算的各个方面，例如量子通信、量子密钥分配、量子并行计算、量子隐形传态[1]

等。在 20 世纪 80 年代以来，人们提出了量子计算机的理论模型。这以后，有关量子计算与量子通讯的理论和

实验迅速发展起来，而纠缠态在其中起着不可缺少的重要作用。如何探测和度量复合系统中量子态的纠缠性是

一个重要而极富挑战性的问题，也是许多物理学家、数学家等研究者高度关注的问题。目前对于有限维两体量

子态的纠缠识别已有很多判据，比如 PPT 判据、重排判据、约化判据和控制判据等[2-5]。然而无限维量子系统在

量子世界中也是非常重要的，但是对于无限维量子系统量子态的纠缠性研究已有结果甚少。最近，基于特殊酉

OPEN ACCESS 17 

http://dx.doi.org/10.12677/aam.2014.31003
http://www.hanspub.org/journal/aam.html


王银珠 | 一个 N ⊗+∞系统量子态的纠缠判据 

群 ( )SU N 的生成元所表示的量子态，Zhao Hui[6]和 Li Ming[7]等作者分别提出了一个两体或三体量子态可分的必

要性判据。本文我们考虑两体量子系统，其中子系统有且只有一个是无限维的情况。我们得到了一个 N ⊗+∞情

形量子态可分的必要性判据(其中 2 N≤ < +∞ )。 
首先，我们固定一些常用的记号。令 ,A BH H 是可分复 Hilbert 空间，在 A BH H⊗ 中的全体量子态集合标记为

( )A BS H H⊗ 。在 A BH H⊗ 中的全体迹类算子所组成的集合标记为 ( )A BH HΓ ⊗ 。在 A BH H⊗ 中的全体有界算子

所组成的集合标记为 ( )A BB H H⊗ 。设 ( )A BS H Hρ ∈ ⊗ ，如果 2ρ ρ= ，则称 ρ 为纯态，否则称 ρ 为混合态。全

文使用 Dirac 记号，用符号 |⋅ ⋅ 表示给定 Hilbert 空间的两元素的内积。设 A BH H H= ⊗ ，记 ( )S PS H− 表示 H 上

的可分纯态组成的集合，对于无限维复合两体系统的可分量子态 ρ 来说，文献[8]指出可分态 ρ 蕴含一种 Bochner
积分形式： 

( ) ( )d ,
S P

A B A B
S

ρ ϕ ρ ρ µ ρ ρ
−

= ⊗ ⊗∫                                 (1) 

其中 µ 是 ( )S PS H− 上的 Borel 概率测度， ( )A B A BS H Hρ ρ⊗ ∈ ⊗ ， ( ) ( ): S P S PS H S Hϕ − −→ 是一个可测函数。进

一步存在阶梯函数序列 nϕ 使得： 

( ) ( )lim ,A B A B
nn

ϕ ρ ρ ϕ ρ ρ
→∞

⊗ = ⊗                                  (2) 

这里的极限按迹范数拓扑收敛，其中： 

( ) ( )
1

,
n

i

k
A B A B A B

n E i i
i

ϕ ρ ρ χ ρ ρ ρ ρ
=

⊗ = ⊗ ⊗∑                            (3) 

这里 ( )
iEχ ⋅ 是 iE 上的特征函数，{ } 1

nk
i i

E
=
是可分纯态 ( )S PS H− 上的一个分划，记 E 表示所有的分划，我们有： 

{ }
( )lim ,

i

A B
i i iE E i

Eρ µ ρ ρ
∈

= ⊗∑                                      (4) 

相对于迹范数拓扑，也相对于 Hilbert Schmidt 范数， A A A
i i iρ ψ ψ= , B B B

i i iρ φ φ= 分别是 ,A BH H 上的纯态。 
进一步，由文[9]可知，N 维 Hilbert 空间上的任意自伴算子都能被特殊的酉群 ( )SU N 的生成元所表示。

( )SU N 的生成元可如下给出：设{ } 1

N

i
i

=
是 N 维 Hilbert 空间 H 的标准正交基，定义转移投影算子 jkP j k= ，

设 

( ) ( ) ( )11 22 1, 1
2 , ,

1l ll l l jk jk kj jk jk kjP P P lP u P P v i P P
l l

χ + += − + + + − = + = −
+

             (5) 

其中1 1l N≤ ≤ − ，1 j k N≤ < ≤ 。设 

{ }1 2 1 12 13 1, 12 13 1,, , , , , , , , , , ,N N N N Nu u u v v vχ χ χ − − −∆ =                         (6)  

易见 iα∀ ∈∆，我们有 ( ) 0,iTr α = ( ) 2i j ijTr α α δ= 。∆集合中的 2 1N − 个自伴算子即为 ( )SU N 的生成元。为

了给出本文的主要结果，我们首先给出如下引理。 
引理 1[6] 令 H 是可分复 Hilbert 空间且 ( )dim 2H N N= ≤ < +∞ ， ( )S Hρ ∈ 。如果 ρ 是纯态，则 ρ 可表示为： 

2 1

1

1 2
2

N

N j j
j

I a
N

ρ λ
−

=

 
= +  

 
∑                                          (7) 

其中 ( )21,2, , 1j j Nλ = − 是群 ( )SU N 的生成元， ( )j ja Tr ρλ= 且
2 1

2

1

12 1
N

j
j

a
N

−

=

 = − 
 

∑ ， NI 是 N N× 单位矩阵。引

理 1 的证明可参见文[6]，此处我们略去了证明。 

2. 主要结果 

下面我们给出本文的主要结果。 
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引理 2 设 ( )A BS H Hρ ∈ ⊗ ，dim AH N=  ( )2 N≤ < +∞ ，dim BH = +∞。如果 ρ 是一个可分态，则存在 BH
中的纯态 B B B

i i iρ φ φ= ，使得 ρ 能被表示为以下形式： 

{ }
( )

2 1

1

1 2lim
2 i

N
A A B B

i N ij ij i iE E i j
E I a

N
ρ µ λ φ φ

−

∈ =

 
= + ⊗  

 
∑ ∑                            (8) 

这里极限按迹范数拓扑收敛。µ 是 ( )S PS H− 上的 Borel 概率测度，{ } 1
nk

i i
E

=
是可分纯态 ( )S PS H− 上的一个分划，E  

表示所有的分划， ( )A A A
ij i ija Tr ρ λ= ，这里 A A A

i i iρ ψ ψ= 是 AH 上的纯态，且 ( )
2 1 2

1

12 1
N

A
ij

j
a

N

−

=

 = − 
 

∑ ， 

( )21,2, , 1A
ij j Nλ = − 是群 ( )SU N 的生成元。进一步 ρ 可被表示为： 

2 1

0
1

.
N

A
N ij j

j
I M Mρ λ

−

=

= ⊗ + ⊗∑                                   (9) 

其中 

{ }
( )0

1 lim ,
i

B B
i i iE E i

M E
N

µ φ φ
∈

= ∑                                   (10) 

{ }
( )1 lim .

2 i

A B B
j i ij i iE E i

M E aµ φ φ
∈

= ∑                                 (11) 

证明：这可由(4)(7)式直接推得。 
引理 3 设 ( )HΓ 是 Hilbert 空间 H 上的迹类算子所组成的集合。 ( ),nT T H∈Γ 。如果 lim nn

T T
→+∞

= 按迹范数收

敛，则 2 2lim nn
T T

→+∞
= 按迹范数收敛。 

证明：注意到，对 ( )T H∈Γ ，我们有 TrT T≤ < ∞。由于 ( ) ( ),nT T H B H∈Γ ⊆ 且 0n TrT T− → ，故存在正

数 M ，使得 { }sup n TrT M= < +∞。进而 
2 2 2 2

n n n n n nTr TrTr Tr
T T T T T T T T M T T T T T− = − + − ≤ − + ⋅ −  

所以 ( )2 2 0n Tr
T T n− → →+∞ 。 
定理 4：设 ( )A BS H Hρ ∈ ⊗ ， dim AH N=  ( )2 N≤ < +∞ ， dim BH = +∞。如果 ρ 是一个可分态，则以下两

式成立： 

① 
2 1

0
1

3 2 0
4

N

j j
j

N M l M
−

=

−
− ≥∑ ，其中 ( )21 2 1

, , ,
N

l l l
−

=l  满足 1≤l ； 

② ( ) 2 1
2 2

1

1
0

2

N

o j
j

N N
Tr M M

−

=

 −
− ≥ 

  
∑ ，其中 0 , jM M 定义如上。 

证明：由于 ρ 是一个可分态，根据引理 1 和引理 2，以及(10)(11)式，我们有 

{ }
( )

{ }
( )

{ }
( ) ( ) ( )( )

{ }
( )

2

2

2

1

0
1

1

1

1 2 2

1

3 2
4

1 3 2 1lim lim
4 2

1 2 3 2 1lim
2 4 2

1 2 3 2 3 2lim
2 4 2

i i

i

i

N

j j
j

N
B B A B B

i i i i j ij i iE E E Ei j i

N
A B B

i i ij j i iE E i j i

B B
i i iE E i

N M l M

N E E l a
N

N E E a l
N

N NE
N N

µ φ φ µ φ φ

µ µ φ φ

µ φ φ

−

=

−

∈ ∈=

−

∈ =

∈

−
−

− = −  

  − ≥ − +  
    

 − − ≥ −  

∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑

0.


 
 

=
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另一方面，根据引理 1~3，以及(10)(11)式，有 

( )

( )
{ }

( )
{ }

( )

{ } { }
( ) ( ) ( )

{ } { }
( )

2

2

2

1
2 2

1

2 21

1

1 2

1

1
2

1 1 1lim lim
2 4

2 11 lim lim
4

1 lim lim
4

i i

i k

i k

N

o j
j

N
B B A B B

i i i i ij i iE E E Ei j i

N
A A B B

i k ij kj i iE E E E i k j

iE E E E

N N
Tr M M

N N
Tr E E a

N

N
E E a a

N

E

µ φ φ µ φ φ

µ µ φ ϕ

µ µ

−

=

−

∈ ∈=

−

∈ ∈ =

∈ ∈

 −
− 

  
 −     = −    

     
 −

= − 
  

≥

∑

∑ ∑ ∑

∑∑ ∑

( ) ( ) ( ) ( )( )
2 1 2 2

1

2 1 1
2

0.

N
A A B B

k ij kj i i
i k j

N
E a a

N
φ ϕ

−

=

 −
− + 

  
=

∑∑ ∑

 

证毕。 
进一步，设 ( )A BS H Hρ ∈ ⊗ ， dim AH N=  ( )2 N≤ < +∞ ， dim BH = +∞ 。如果 ρ 可分，则 ρ 可表示为 

2 1

0
1

N
A

N ij j
j

I M Mρ λ
−

=

= ⊗ + ⊗∑ ，其中
{ }

( )0
1 lim

i

B B
i i iE E i

M E
N

µ φ φ
∈

= ∑ ， jM =
{ }

( )1 lim
2 i

A B B
j i ij i iE E i

M E aµ φ φ
∈

= ∑ ，对任

意的 ( ) ( )2 21 1N N− × − 实矩阵 R ，满足
( )

T
2

1 0
1

I R R
N

− ≥
−

，定义 

( )
2 21 1

0
1 1

, ,
N N

A
R N ij j j jk k

j k
I M M M R Mγ ρ λ

− −

= =

′ ′= ⊗ + ⊗ =∑ ∑                      (12) 

( )21,2, , 1A
ij j Nλ = − 是群 ( )SU N 的生成元。我们有 

定理 5 设 ( )A BS H Hρ ∈ ⊗ ， dim AH N=  ( )2 N≤ < +∞ ， dim BH = +∞。如果 ρ 可分，则 ( ) 0Rγ ρ ≥ 。 

证明：如果 ρ 可分，则 ρ 可表示为
2 1

0
1

N
A

N ij j
j

I M Mρ λ
−

=

= ⊗ + ⊗∑ ，这里 0 , jM M  如(10)(11)定义。注意到 

{ }
( )( )1 lim .

2 i

A B B
j i ij i iE E i

M E aµ φ φ
∈

′′ = ∑                             (13) 

注意到 ( )Rγ ρ 也可表示为 ( )
{ }

( )lim
i

B B
R i i iE E i

E Aγ ρ µ φ φ
∈

 = ⊗ ∑ ，这里 

( )
2 1

1

1 2
2

N
A A

N ij ij
j

A I a
N

λ
−

=

 ′= + 
  

∑ ，                                (14) 

记 ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
1

1 2 1
, , ,A A A A N

i i i i N
a a a −

−

 ′ ′ ′ ′ = ∈ℜ    
a  为Block向量，记 ( )2 1NB −ℜ 表示由组成密度矩阵的所有的Block

向量组成的集合，也称 Block 球或 Block 向量空间。由文献[10]， ( ) ( ) ( )2 2 21 1 1D DN N N
l LB− − −ℜ ⊆ ℜ ⊆ ℜ ，其中

( ) ( )2 21 1D ,DN N
l L

− −ℜ ℜ 分别是
2 1N −ℜ 空间中的半径为

( )
2

1
l

N N
=

−
以及

12 1L
N

 = − 
 

的球，注意到矩阵 A 是自 

伴的且迹为 1 的，但是不一定是正的，为了保证正性，根据文献[7,10]，需要满足 

( ) ( ) ( ) ( )2

2
2 2

1 2 1

2 .
1

A A A
i i i N

a a a
N N−

 ′     ′ ′  + + + ≤       −      
                      (15) 
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事实上，由于 ( ) ( ) ( ) ( )2 2

T
T

1 2 1 21 1
, , , , , ,A A A A A A

i i i ii N i N
a a a R a a a

− −

 ′   ′ ′  =        
  ，注意到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

2
2 2 T

T
1 2 1 2 1 21 1 1

, , , , , , .A A A A A A A A A
i i i i i ii N i N i N

a a a a a a R R a a a
− − −

 ′         ′ ′  + + + =                    
    

从而根据
( )

T
2

1 0
1

I R R
N

− ≥
−

，由引理 1，我们有 ( )
2 1 2

1

12 1
N

A
ij

j
a

N

−

=

 = − 
 

∑ ，故 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )2 2

2
2 2 2

2 2

1 2 1 221 1

1 2 .
11

A A A A A A
i i i ii N i N

a a a a a a
N NN− −

 ′         ′ ′  + + + ≤ + + + =          −       −    
         (16) 

所以 ( )Rγ ρ 仍然是一个密度算子，即 ( ) 0Rγ ρ ≥ 。证明完成。 
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