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Abstract 
A three-degree-of-freedom lateral-torsional coupled Filippov differential system for a Jeffcott ro-
tor supported rigidly is established. Comparing the lateral-torsional coupled rub-impact rotor and 
the lateral rub-impact rotor through bifurcation diagrams of amplitude and the phase difference, 
time trajectories, phase portraits, Poincaré maps, time-history diagram, the phase characteristic 
and the non-smooth dynamic behavior of the Filippov rub-impact system are analyzed numerical-
ly. It is shown that the rub-impact response has the definite phase characteristic; the two models 
have a similar bifurcation process in their bifurcation figures; the torsional vibration is obvious, 
and the stick-slip phenomena will happen in this system in a certain parameter. 
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摘  要 

针对两端刚性支撑的Jeffcott转子，建立了一个三自由度、弯扭耦合的Filippov碰摩转子系统。通过对比

有无考虑扭振的碰摩转子的振幅和激励及响应相位差随转动角速度变化的分岔图及转子的时间历程图、

相图、Poincaré截面图，数值分析了弯扭耦合的Filippov碰摩转子系统的碰摩响应相位特征和非光滑动

力学行为。分析表明：对于弯扭耦合的Filippov碰摩转子系统，振动响应具有确定的相位特征；两类方

程分叉图的变化过程基本相同；扭转现象明显；在一定参数下，系统会出现stick-slip现象。 
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1. 引言 

转子碰摩是旋转机械的重要故障之一，对机械系统会造成严重的损害[1]，而且系统的这种行为具有

很强的非线性特性。由于碰摩现象的这种特征，人们对这一现象进行了大量的研究[2]-[5]，得到了许多有

用的结果，并且主要以弯曲振动的研究为主。实际上，弯扭振动之间是相互耦合的，它们都与系统的参

数和状态有关，如果进行碰摩分析时，仅考虑到弯曲振动而忽略扭转振动影响，多少会与实际系统产生

一定的偏差。因此一些学者对碰摩转子的弯扭耦合振动特性进行了研究。Edwards [6]研究了扭转振动对

碰摩转子动力学行为的影响。何成兵[7]研究了单盘转子弯扭耦合振动的动力学特性。张跟胜[8]对单跨双

盘转、静子轴向碰摩的弯扭耦合振动进行了分析。Patel [9]研究了裂纹及碰摩转子的弯扭耦合振动特性。

文献[6]-[9]中，对碰摩转子摩擦力采取的处理办法是对其进行光滑化，即，当转子与静子的切向相对速度

为零时，近似认为摩擦力为零。本文详细分析了摩擦力矩对转子扭转振动的影响，考虑摩擦力的非光滑

性，得到一个三自由度、弯扭耦合的Filippov碰摩转子系统。此系统具有第二类和第三类非光滑性。文献

[10] [11]研究了仅考虑弯曲振动的碰摩转子振动响应的相位特征。在此基础上，本文对建立的三自由度、

弯扭耦合的 Filippov碰摩转子系统的相位特征和非光滑动力学行为进行了研究。 

2. 物理模型及运动方程 

本文以两端刚性支承的 Jeffcott 转子为研究对象，如图 1 所示。假设转子简化为质量为 M 的单圆盘

与弯扭柔性的无质量轴固联，轴是个向同性，为刚性支承。碰摩发生时，单圆盘坐标和碰摩力如图 2 所

示。图中， ,0rO 为坐标原点，是单圆盘形心静平衡位置。 rO 为圆盘形心位置，坐标为 ρ 和ψ 。 e为偏心

距。 sO 为定子中心的位置，定子被看作是刚性支撑的径向环形弹簧。γ 为转定子间隙圆半径。当 ρ γ≥ ，

转子与定子接触。转子与定子的接触点为C 。 nF 和 fF 分别是定子作用在转子上的法向力和摩擦力。摩

擦力对转子中心产生摩擦力矩 f fM F R= − 。 R 为转子半径。本文考虑由摩擦力引起的转子扭转。用θ 表

示扭转角。ω 为转轴角速度，是常量。接触点C 的切向速度为 ( )reV Rρψ θ ω= + +  ，切向相对加速度为

2reA Rρψ ρψ θ= + + 

    。其中 ⋅ 表示对 t 求导。下面给出系统的运动方程： 
当 ρ γ< ， 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

22

2

2 2

sin cos 0

2 cos sin 0

sin 2 cos 0

r r

r

t t

M c k M eM t eM t

M M c eM t eM t

J Me c k Me t Me t

ρ ρ ρ ρψ θ θ ω ψ θ ω θ ω ψ

ρψ ρψ ρψ θ θ ω ψ θ ω θ ω ψ

θ θ θ ρ ρψ θ ω ψ ρψ ρψ θ ω ψ

+ + − − + − − + + − =

+ + + + − − + + − =

+ + + − − + − + + + − =

   

    

  

     

  

      

      (1) 
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Figure 1. Schematic diagram of the rub-impact rotor 
图 1. 碰摩转子模型 

 

 
Figure 2. Schematic diagram of the rub and impacts 
force 
图 2. 碰摩力示意图 

 
当 ρ γ≥ ， 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

22

2

2 2

sin cos 0

2 cos sin 0

sin 2 cos

r r n

r f

t t f

M c k M F eM t eM t

M M c F eM t eM t

J Me c k Me t Me t M

ρ ρ ρ ρψ θ θ ω ψ θ ω θ ω ψ

ρψ ρψ ρψ θ θ ω ψ θ ω θ ω ψ

θ θ θ ρ ρψ θ ω ψ ρψ ρψ θ ω ψ

+ + − + − + − − + + − =

+ + + + + − − + + − =

+ + + − − + − + + + − =

   

    

  

     

  

      

     (2) 

其中 J 为转子过质心的转动惯量， rk 为弯曲刚度， rc 为弯振阻尼， tk 为扭转刚度， tc 为扭振阻尼， sk 为

定子刚度， ,n fF F 分别是定子作用在转子上的法向力和摩擦力，表达式如下： 

( )n sF k ρ γ= −  

( )

( )

sgn , 0

, , 0, 0

sgn , , 0

k n re re

f ex ex s n re re

s n ex ex s n re

F V V

F F F F V A

F F F F V

µ

µ

µ µ

 ≠


= ≤ = =
 > =

 

当相对切向加速度为零时，摩擦力的大小用 exF 表示。 kµ 为动摩擦系数， sµ 为静摩擦系数。 
对方程(1)，(2)无量纲化，得： 
当 1ρ < ， 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

22

2

2

sin cos 0

2 cos sin 0

sin 2 cos 0

r

r

t t

e e

e e

K a a

ρ ν ρ ρ ρψ θ τ θ ψ θ τ θ ψ

ρψ ρ ψ ν ρψ θ τ θ ψ θ τ θ ψ

θ ν θ θ ρ ρψ τ θ ψ ρψ ρ ψ τ θ ψ

′′ ′ ′ ′′ ′+ + − − Ω + − − Ω + Ω + − =

′′ ′ ′ ′ ′′ ′+ + + Ω + − − Ω + Ω + − =

′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′+ + − − Ω + − + + Ω + − =

        (3) 

当 1ρ ≥ ，
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

22

2

2

sin cos 0

2 cos sin 0

sin 2 cos 0

r n

r f

t t f

f e e

f e e

K a a bf

ρ ν ρ ρ ρψ θ τ θ ψ θ τ θ ψ

ρψ ρ ψ ν ρψ θ τ θ ψ θ τ θ ψ

θ ν θ θ ρ ρψ τ θ ψ ρψ ρ ψ τ θ ψ

′′ ′ ′ ′′ ′+ + − + − Ω + − − Ω + Ω + − =

′′ ′ ′ ′ ′′ ′+ + + + Ω + − − Ω + Ω + − =

′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′+ + − − Ω + − + + Ω + − + =

      (4) 

其中 ' 表示对τ 求导， 

( )1nf K ρ= −  

( )

( )

sgn , 0

, , 0, 0

sgn , , 0

k n re rel

f ex ex s n re re

s n ex ex s n re

f v v

f f f f v a

f f f f v

µ

µ

µ µ

 ≠


= ≤ = =
 > =

rev dρψ θ′ ′= +  

( ) ( )( ) ( )2 sin cos 1
1ex r

Af v e e d B
ae

ρψ θ τ θ ψ τ θ ϕ ′ ′= − Ω + − + Ω + − − − − 
 

( ) ( ) ( )sin cost t r tA K a f aν θ θ ρ ν ρ τ θ ψ ν ρψ τ θ ψ′ ′ ′= − − + − − − Ω + − + Ω + −  

( )( ) ( )( )cos cos
1

d e a b
B

ae
τ θ ψ τ θ ψ− Ω + − Ω + − −

=
−

 

无量纲量为： 
2
n rk Mω = , n n rf F kγ= , ntτ ω= , X x γ= , Y y γ= , nω ωΩ = , ρ ρ γ=  ,  

s rK k k= , 2r r rc k Mν = , ( )2
t t rK k M k J Me= + , ( )2a e M J Meγ= + ,  

( )2b R M J Meγ= + , e e γ=  , d R γ= . 

3. 数值仿真与分析 

下面分析，弯扭耦合的 Filippov 碰摩转子系统的碰摩响应相位特征及非光滑动力学行为。为了分析

扭振对系统动力学行为的影响，与不考虑扭振的碰摩转子系统进行比较，系统方程参照文[12]。在下面的

数值仿真中，无扭振系统的动力学响应曲线用“·”表示，弯扭耦合系统的动力学响应曲线用“×”表示。 

3.1. Filippov 碰摩转子系统的碰摩响应相位特征 

取参数 8K = , 0.6tK = , 0.1rν = , 0.16tν = , 0.0006a = , 0.2e = , 0.08b = , 0.04kµ = , 0.07sµ = ,
25d = , ϕ′ = Ω从 0.5 变化到 2.8 作为分岔参数。先分析方程(3)和(4)的弯振情况。根据上述参数得到关

于 ρ 和激励与响应相位差 τ ψΩ − 的分岔图，如图 3 和图 4 所示。从图 3 和图 4 可以看出，无扭振系统

的动力学响应与弯扭耦合系统的动力学响应基本一致。随着转速的增大，在 0.93Ω = 时，转子与定子接

触，在 2.46Ω = 时，振幅和相位差同时跳跃，运动从全局碰摩变成非碰摩运动。转子发生全局碰摩时，

相位差小于 π 2，但当相位差大于 π 2时，振幅达到最大值但不会马上从全局碰摩跳跃到非碰摩运动，

而会维持一段很小的转速范围。这和无扭振系统的结论完全一样，即，当系统发生稳态全局碰摩时，系

统具有确定的相位特征：偏心激励与转子响应的相位差随着转速的增加逐渐接近 π 2；当激励与响应的

相位差略微大于 π 2后，相位突然转迁到接近 π。此时，全局碰摩结束，振幅跳跃到非碰摩运动状态。 
再分析方程(3)和(4)扭振情况。扭转角θ 与扭转角速度θ ′ 随转速从 0.5 变化到 2.8 的分岔图，如图 5

和图 6 所示。从图可以看出，当转子弯曲振动为稳态全局碰摩时，扭振为周期运动；随着转速的增加，

扭转的角度越来越明显。转子脱离外环后，扭振渐近稳定到零。 
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Figure 3. The bifurcation diagram of amplitude 
图 3. 振幅分岔图 

 

 
Figure 4. The bifurcation diagram of the phase difference 
图 4. 相位差分岔图 

 

 
Figure 5. The bifurcation diagram of torsion angle 
图 5. 扭转角分岔图 
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Figure 6. The bifurcation diagram of torsion velocity 
图 6. 扭转角速度分岔图 

 
3.2. 摩擦系数对 Filippov 碰摩转子系统动力学响应的影响 

随着摩擦系数的增大，全局碰摩运动将失稳。下面分析全局碰摩解的稳定性。令 1 2, ,ρ ρ ρ ρ′= =

1 2 1 2, , ,ψ ψ ψ ψ θ θ θ θ′ ′= = = = ,则，方程(4)可以表示为： 

( ) ( ) ( ) ( )(
( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )) ( )

1 2
22

2 2 1 1 2 2 1 1 1 1 1 2 1

1 2 1 1 1 1 2 1 1 1

1

cos 1 sin

1 sin 1 cos

1 1

r t t

r r k

k

e K e K

a K a K

b K ae

ρ ρ

ρ ν ρ ρ ρ ψ θ τ θ ψ ρ τ θ ψ ν θ θ

ρ ν ρ ρ τ θ ψ ν ρ ψ µ ρ τ θ ψ

µ ρ

′ =

′ = − − + + Ω + Ω + − − − − Ω + − +

− − − − − Ω + − + − − − Ω + −

+ − −

 

( ) ( )( ( ) ( )(

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )) ( ))

1 2

2
2 2 2 1 2 2 1 1 1 1 1 2 1

1 2 1 1 1 1 2 1 1 1

1 1

2 sin 1 cos

1 sin 1 cos

1 1

r t t

r r k

k

e b K e K

a K a K

b K ae

ψ ψ

ψ ρ ψ ν ρ ψ θ τ θ ψ µ ρ τ θ ψ ν θ θ

ρ ν ρ ρ τ θ ψ ν ρ ψ µ ρ τ θ ψ

µ ρ ρ

′ =

′ = − − + Ω + Ω + − − − + Ω + − +

− − − − − Ω + − + − − − Ω + −

+ − −

 

( )( ( )( ) ( )
( )( ) ( )) ( )

1 2

2 2 1 1 1 2 1 1 1

1 2 1 1 1

1 1 sin

1 cos 1

t t k r

r k

K b K a K

a K ae

θ θ

θ ν θ θ µ ρ ρ ν ρ ρ τ θ ψ

ν ρ ψ µ ρ τ θ ψ

′ =

′ = − + + − − − − − − Ω + −

+ − − − Ω + − −

           (5) 

全局碰摩解的稳定性由方程(5)在全局碰摩解 1 2 1 2 1 2, 0, , , , 0ρ ρ ρ ψ ψ ψ θ θ θ= = = = Ω = = 处的雅克比矩

阵 J 决定。其中 ,ρ θ 可以由(5)式得到，由系统的参数决定。且由上节的分析可知，当系统为全局碰摩运

动时， τ θ ψΩ + − 为常值，所以 J 是一个与时间无关的常矩阵。矩阵 J 的特征值由下列方程确定 
6 5 4 3 2

5 4 3 2 1 0 0b b b b b bλ λ λ λ λ λ+ + + + + + =                          (6) 

其中 5 4 3 2 1 0, , , , ,b b b b b b 由 −E Jλ 决定，由于表达式复杂，这里省略。 E 为单位矩阵。根据 Hopf 分叉条

件，可以得到该系统全局碰摩解发生 Hopf 分叉的参数关系为： 

( ) ( ) ( )3 2
2 2 2 2 3

3 3 1 5 5 4 3 3 1 5 5 2 3 3 1 5 5 04 2 4 4 4 8 0b b b b b b b b b b b b b b b b b b+ − + + − − + − + =          (7) 

在给定的参数下，根据(7)式可得到：当全局碰摩解发生 Hopf 分岔时，转动速度Ω 与摩擦系数 kµ 的

参数关系，如图 7 所示。图中由星号构成的曲线代表弯扭耦合系统转动速度Ω 与摩擦系数 kµ 的参数关系， 
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Figure 7. The parameter plane of the rotor speed and 
friction coefficient of Hopf bifurcation 
图 7. Hopf 分岔转速与摩擦系数的参数关系 

 
原点构成的曲线代表不考虑扭转的系统转动速度Ω 与摩擦系数 kµ 的参数关系。可以看出，两曲线基本重

合。这说明两系统发生 Hopf 分叉的值基本一致。当摩擦系数 0.45kµ < 时，系统不发生 Hopf 分叉。随着

摩擦系数的增大，发生 Hopf 分叉时的转动速度越来越小。 
取 0.06, 0.11k sµ µ= = ,其它系统参数不变。分析方程(3)和(4)的弯振情况。根据上述参数得到关于 ρ 和

激励与响应相位差 τ ψΩ − 的分岔图，如图 8 和图 9 所示。从图 8 和图 9 可以看出，俩曲线总体趋势基本

一致。随着转速的增大，当 0.93Ω = 时，转子与外环接触，转子作全局碰摩运动。当 1.34Ω = 时，全局

碰摩运动发生 Hopf 失稳，转子开始作局部碰摩运动，这与上面的分析结果一致。转子作局部碰摩运动时，

响应相位差 τ ψΩ − 的平均值小于 π 2。当 1.34Ω = 时，相位差 τ ψΩ − 开始在 [ ]0,2π 内变化，这说明转子

开始作反向局部碰摩运动。当 1.34Ω = 时，转子振幅突然跳跃到很大值，相位差 τ ψΩ − 仍然在 [ ]0,2π 内

变化，转子发生反向涡动失稳。 

3.3. 扭振特性与弯振特性的比较 

3.3.1. 摩擦系数较小的情况 
当摩擦系数 0.04, 0.07k sµ µ= = 时，从图 4、图 5 可以看出，当转子弯振为稳定周期运动时，转子的

扭振也为稳定的周期运动。 

3.3.2. 摩擦系数较大的情况 
当摩擦系数 0.06, 0.11k sµ µ= = 时，扭转角θ 与扭转角速度θ ′ 随转速从 0.5 变化到 2.8 的分岔图，如

图 10 和图 11 所示。从图可以看出，随着转速的增加，扭转角度越来越明显。当转子弯曲振动为稳态全

局碰摩时，扭振为周期运动；当弯振为局部碰摩运动和反向涡动失稳时，扭转为非周期运动。下面分别

取 1.9Ω = ， 2.2Ω = ， 2.5Ω = 对弯扭耦合碰摩转子弯振特性和扭振特性进行分析。 
1) 当 1.9Ω = 时，根据系统(3)和(4)作转子弯振的轨迹图、转子扭振的相图、转子扭振的 Poincaré 截

面图，如图 12~14 所示。从图 12 可以看出，在 1.9Ω = 时，转子的弯振为准周期运动。而转子的扭振为

混沌运动，如图 13 和图 14 所示，Poincaré 图 14 表现为无序点集。 
2) 当 2.2Ω = 时，根据系统(3)和(4)作转子弯振的轨迹图、弯振的 Poincaré 截面图、转子扭振的相图，

如图 15~18 所示。转子的弯振和扭振都为混沌运动，图 16 和图 18 都为无序点集。 
3) 当 2.5Ω = 时，根据系统(3)和(4)作转子弯振的轨迹图、转子扭振的相图、转子扭振的 Poincaré 截

面图以及接触点的相对速度时间历程图，如图 19、图 20 所示。从图 19 可以看出系统运动为反向涡动失

稳，振幅很大。转子的扭振仍然为混沌运动，扭转角比较大，如图 20 所示。在 2.5Ω = 时，系统出现 stick-slip
现象，如图 21 所示。 

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2


0.05

0.06

0.07

0.08


k

Ω

μ k



一类 Filippov 碰摩转子系统的非光滑分析 
 

 
204 

 
Figure 8. The bifurcation diagram of amplitude 
图 8. 振幅分岔图 

 

 
Figure 9. The bifurcation diagram of the phase difference 
图 9. 相位差分岔图 

 

 
Figure 10. The bifurcation diagram of torsion angle 
图 10. 扭转角分岔图 

0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

5

10

15

20

25

Ω

ρ

 

 

无扭振

有扭振

0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

1

2

3

4

5

6

7

Ω

Ω
τ-

ψ

 

 

无扭振

有扭振

0.5 1 1.5 2 2.5 3
-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

0

Ω

θ



一类 Filippov 碰摩转子系统的非光滑分析 
 

 
205 

 
Figure 11. The bifurcation diagram of torsion velocity 
图 11. 扭转角速度分岔图 

 

 
Figure 12. The trajectories of lateral vibration 
图 12. 转子弯振轨迹 

 

 
Figure 13. The phase portraits of torsional vibration 
图 13. 扭振相图 

 

 
Figure 14. The Poincaré-map of torsional vibration 
图 14. 扭振 Poincaré截面图 
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Figure 15. The trajectories of lateral vibration 
图 15. 转子弯振轨迹 

 

 
Figure 16. The Poincaré-map of lateral vibration 
图 16. 弯振 Poincaré截面图 

 

 
Figure 17. The phase portraits of torsional vibration 
图 17. 扭振相图 

 

 
Figure 18. The Poincaré-map of torsional vibration 
图 18. 扭振 Poincaré 截面图 
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Figure 19. The trajectories of lateral vibration 
图 19. 转子弯振轨迹 

 

 
Figure 20. The phase portraits of torsional vibration 
图 20. 扭振相图 

 

 
Figure 21. Time-history diagram of relative velocity 
图 21. 相对速度的时间历程图 

 
4. 结论 

本文分析了摩擦力矩对转子扭转振动的影响，并考虑了摩擦力的非光滑性，得到一个 Fillippov 碰摩

转子系统。对此系统的碰摩响应相位特征及非光滑动力学行为进行了分析。主要分三种情况进行了讨论。

首先，把此系统与不考虑扭转的碰摩转子系统进行对比，分析表明：两系统的碰摩响应具有相同的相位

特征；对于碰摩转子具体的振动状态，系统具有确定的相位特征。这说明相位特征是分析系统振动状态

的重要特征，相位是描述系统振动的重要状态变量。然后，分析摩擦系数对碰摩转子系统动力学行为的

影响。对比弯扭耦合的 Filippov 系统与不考虑扭转的碰摩转子系统，两系统弯振响应的变化趋势基本相

同，都是从非碰摩周期运动→全局碰摩周期运动→正向局部碰摩运动→反向局部碰摩运动→反向涡动失
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稳。最后，对 Filippov 碰摩转子系统的扭振特性和弯振特性进行了对比。此系统的扭振现象明显，在不

同的参数下，扭振可以为周期运动也可以为混沌运动，且扭振对弯振有一定影响。在一定参数下，系统

会出现 stick-slip 现象。综上所述，综合考虑碰摩转子系统的弯振和扭振是很有必要的，它可以为该类故

障诊断提供更丰富完备的信息，提高诊断的准确率。 
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