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Abstract 
Image denoising numerical methods based on space fractional Partial Differential Equations is an 
important direction of image denoising field, and its study of numerical methods has important 
theoretical significance and practical value. This paper constructs implicit difference scheme for 
solving the space fractional partial differential equation. Through theoretical analysis and numer-
ical experiments, we found that implicit difference scheme for solving space fractional partial dif-
ferential equations is feasible, it can ensure good denoising effect. 
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摘  要 

图像去噪的空间分数阶偏微分方程方法是图像去噪领域中的一个重要方向，对于它的数值方法研究有重

要的理论意义和实用价值。本文研究基于空间分数阶偏微分方程的图像去噪方法，对空间分数阶图像去

噪模型构造隐式差分格式，分析格式解的存在唯一性和格式的稳定性、收敛性，并给出精度分析。理论

分析和数值试验证实：隐式差分格式对求解空间分数阶偏微分方程是可行的，且去噪效果优良。 
 
关键词 
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1. 引言 

基于空间分数阶偏微分方程(Space Fractional Partial Differential Equations)的图像去噪是一门崭新的

交叉学科分支，而相比于整数阶偏微分方程，空间分数阶偏微分方程在图像去噪方面有更强大的生命

力。 
迄今为止，国内外许多学者已经建立了大量经典的基于整数阶 PDE 的图像去噪模型，但是许多学者

在深入研究的过程中仍然发现整数阶 PDE 图像去噪模型存在很多不足之处。为了解决各种整数阶偏微分

方程图像去噪模型存在的问题，有学者提出将分数阶微积分理论引入到偏微分方程图像去噪模型中，构

建基于分数阶偏微分方程的图像去噪模型。其中 Bai jian 等人[1] [2]以 ROF 去噪模型为基础，将分数阶微

积分理论和偏微分方程相结合，提出了基于分数阶偏微分方程的图像去噪模型，该方法可以解决传统低

阶次整数阶偏微分方程去噪模型容易产生阶梯效应，以及高阶次整数阶偏微分方程去噪模型去噪效果不

佳的缺点。上述分数阶去噪模型的构造是利用分数阶导数来作为一种刻画图像的测度，然后根据变分法

的相关理论及性质而得到相应能量泛函的 Euler-Lagrange 方程。 
目前，将偏微分方程的图像去噪算子与其他的经典算子相结合的复合算法备受关注，张军等人[3]将

负指数 Sobolev 空间的多尺度图像建模与基于分数阶微积分的图像建模有效结合，提出了统一的基于分

数阶多尺度变分图像去噪模型，并初步设计了该模型涉及参数的自适应选择方法。吴亚东等人[4]提出利

用图像分割最小化技术求解整体变分图像去噪模型，与经典梯度下降法相比，获得了较优的复原效果，

但是这种方法构造复杂，在求解过程中，需要占用大量内存，耗费的运算时间非常巨大。针对这一缺点，

Wu [5]提出了一种基于交换移动空间的整体变分图像去噪算法，能够根据噪声图像局部特征自适应设定

正则化参数，充分利用图像的先验知识。王嘉等人[6]利用神经网络求解整体变分图像去噪模型，与经典

梯度下降法相比，具有收敛快速，在去除模糊的同时保持图像边缘，提高图像恢复的视觉效果等优点。

王彪[7]等人将小波國值函数的取法移植到偏微分扩散模型的收缩系数构造中，通过正则化的桥梁将两者

的思想统一到一个模型中，得到更好的处理结果。朱立新等人[8]引入梯度保真项来去除图像的噪声，有

效的抑制了图像的阶梯效应。黄果、蒲亦非等人[9]-[11]认为，选择适当阶次的分数阶微分算子在图像去

噪过程中可以在大幅提升边缘和纹理细节的同时，还能非线性地保留图像平滑区域的纹理信息。 
然而，传统的整数阶偏微分方程去噪方法有很多局限性，现今对图像去噪的分数阶偏微分方程有限
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差分方法的研究和应用还很少。针对现有问题，我们对空间分数阶偏微分方程全变分去噪模型构造隐式

差分格式，分析格式解的存在唯一性、稳定性和收敛性；最后，用数值试验验证隐式差分方法对于求解

空间偏微分方程的有效性和优越性。 

2. 空间分数阶偏微分方程图像去噪模型的隐式差分格式 

2.1. 空间分数阶偏微分方程图像去噪模型 

根据文献[1]，一种重要的整体变分图像去噪模型如下： 

( ) 2
1 0min d d d d

2
J u u u x y D u x yαλ

Ω Ω
= − +∫ ∫                         (1) 

上式中，第一项为残差，主要是为了保证所恢复出的图像 ( ),u x y 能够保留噪声图像 ( )0 ,u x y 的主要特征，

防止图像失真；第二项为正则项，作用是为了除去图像中噪声，在恢复图像的光滑的同时尽可能的保留

图像的纹理细节信息。 
式(1)可以转化成求解下面方程 

( )0

u D uu u D
t D u

α
α

α
λ

 ∂  = − −
 ∂  

                               (2) 

式中 t 为时间步长，1 2α≤ ≤ 。 
考虑(2)的初边值条件，有 

( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

0 2 2

1 ,1 2, 0

, , 0 , , ,

, 0, , 0

, 0, , 0

u u uu u t
t x yu u

x y

u x y t g x y L x M R y N

u x L t u y R t
u ux M t y N t
t t

α α

α α
α α

α α

λ α
  ∂ ∂ ∂

= − − + ≤ ≤ >  ∂ ∂ ∂     ∂ ∂
+    ∂ ∂   

 = = < < < <

 = = = =

∂ ∂ = = = = ∂ ∂

               (3) 

为避免数值求解的不稳定，一般用正则化梯度模值 

( )2 2 , 0x yu D u D uα αβ
β β ε∇ = + + < < 代替 u∇ ， ε 为极小量( β 根据不同的初值选定)。 

进一步化简： ( ) ( ) ( ) ( )0 ,u u u u N u N u u u u
t β β

λ∂
= − + ∆ − = ∇ ∇ ∇ ∇

∂
 

当 N 为符号距离函数时， ( )1, 0u N u∇ ≡ = ，而且即使稍微偏离符号距离函数，N 也是一个极小量，

尽管 ( )N u 是一个非线性算子，但当时间步长足够小( 0.8t∆ ≤ 时)， ε 作用的效果可以忽略[12]。 
由此，(3)化简为： 

( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

0 ,1 2, 0

, , 0 , , ,

, 0, , 0

, 0, , 0

u u uu u t
t x y

u x y t g x y L x M R y N

u x L t u y R t
u ux M t y N t
t t

α α

α αλ α
  ∂ ∂ ∂

= − − + ≤ ≤ >  ∂ ∂ ∂ 
 = = < < < <


= = = =

∂ ∂ = = = =

 ∂ ∂

                       (4) 
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2.2. 隐式差分格式的构造 

以空间步长 1 2,h h 和时间步长τ 将求解区域划分为网格，网格点为 ( ), ,i j nx y t ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 2

1 1 2 2
1 2

1
, ,

1 1 2 1
0 0

, , ,

, , 0 ,

, 0, , 0

, ,
0, 0

ji y Nx M
n n h h
i j i j

i j k i k n k j k n
k k

i j i j

L n R

M n N n

u u
g x y h u x t h u y t

u x y t g x y

u x t u y t

u x t u y t
t t

α αα αλ ω ω
τ

−−
+

− −
− + − +

= =

  
−  

= − +  
  

 
 = =

 = =

∂ ∂ = = ∂ ∂

∑ ∑

           (5) 

其中， ( ) ( ) ( )
1

1 1
1

1 1 1
0

, ,

ix M
h

k i k n x
k

h u x t D u x tαα αω

−

−
− + +

=

≈∑ 为采用基于修正的 Grünwald-Letnikov 逼近公式得到，且 

10 ,n it n T x L ihτ≤ = ≤ = + ， ( ) ( )1 ,, 0,1, , . , ,n
i j i j nh R L M i M u u x y t= − = ≈ 。 

( ) ( )
2

2 2
2

2 1 1
0

,

jy N
h

k j k n
k

h u y tαα ω

−

−
− + +

=
∑ 同理。 

3. 隐式差分格式解的存在唯一性 

记 ( ) ( )T T1 1 1 1 1 1 1 1
0,0 1,0 ,0 0,0 0,1 0,, , , , , , , ,n n n n n n n n

x M y NU u u u U u u u+ + + + + + + += =   

则格式(5)有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 1 2 2
1 2

1
, , 1 1 2 1

0 0
, , ,

ji y Nx M
h h

n n
i j i j i j k i k n k j k n

k k
U U g x y h u x t h u y tα αα ατλ ω ω

−−

+ − −
− + − +

= =

 
 

− = − + 
 
 

∑ ∑  

矩阵形式为： 

( )
( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

1

11

2

22

1 ,01 1
1

, ,

1,01 1 1

0,12 1

0, 12 2 1

0
,

0

i

j

n
k
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i j i j i j

n
i kx M h

n
k

n
j ky N h
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U U g x y

uh h
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αα

α αα α

αα

α αα α

ω
τλ τ

ω ω

ω
τ

ω ω

−
−

+

− −
− +−

−
−

− −
− +−

   
   

    − = −             
     

   
   
 −  
   
     

 

 

              (6) 

令 

( )

( ) ( )
1

1 1

1

1 1 1

0

ix M h

h
G

h h

αα

α αα α

ω
τ

ω ω

−

− −
−

 
 

=  
 
  

 ，

( )

( ) ( )
2

2 1

2

2 2 1

0

jy N h

h
G

h h

αα

α αα α

ω
τ

ω ω

−

− −
−

 
 
 =
 
  

 ， 

1 2,G G 均为下三角矩阵。 
进一步化简得： 
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( )
1 2

1 2

1 ,0 0,1
1

, 1 2 ,

1,0 0, 1

,

n n
k k

n n
i j i j i j

n n
i k j k

u u

U g x y G G U
u u

τλ
− −

+

− + − +

   
   

    = − − +       
   
      

                    (7) 

由式(7)，右边 n 层其系数矩阵 1 2,G G 均为下三角阵，故格式的解是存在且唯一的。 
综上分析，有如下定理 
定理 1：基于空间分数阶偏微分方程(3)的隐式差分格式(5)的解存在且唯一。 

4. 隐式差分格式解的稳定性与收敛性分析及精度分析 

一般情况下，Grünwald-Letnikov 分数阶导数表述为 

( ) ( ) ( )
( )

( )( )
0

:
t a h

a t k a GLk
D f t h f t kh D f tαα α αω

−  
−

=

≈ − =∑                       (8) 

为分析隐式格式(5)的稳定性，需要如下引理。 
引理 1 [13] [14]：假设 [ ],nf C a T∈ ， 0α ≥ ， [ ]n α= ， ( )N T h Nα= − ∈ ，则有限 Grünwald-Let- 

nikov 分数阶微分算子 

( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

0s p

t a h p

a kG k
D f t h f t k p hαα α ω

− +  
−

=

= − −∑  

为 Riemann-Liouville 分数阶微分算子 a tDα 的一阶逼近的充分必要条件是 ( ) 0f a = ，即 

( )( )
( )

( ) ( ) ( ) 0
s p

a tG
D f t D f t O h f aα α= + ⇔ = 。 

而当 ( ) 0f a ≠ 时，则有 

( )( )
( )

( ) ( ) ( )( )
s p

a tG
D f t D f t O h O f aα α= + + 。 

由引理 1 知格式(5)逼近的精度为 ( ) ( )1 2O h h O τ+ + 且满足连续，于是有 
定理 2：基于空间分数阶偏微分方程(3)的隐式差分格式(5)的精度为 ( ) ( )1 2O h h O τ+ + 。 
设 ( ), ,l

i ju L i M R j N≤ ≤ ≤ ≤ 为差分格式(5)的解， 

记 ( )
( )

T1 1 1 1
0, 1, , 2 2 2 2

1 2 1 2

, , , , ,n n n n i
j j M j i i i

dU u u u E v B
h h h h

α

ττ+ + + += = =
+ +

  

则 ( )( )T1 1 1 1
1, 1 2 2 1 1 10, , , , , ,n n n n n n n n

j M M R nU U u f u f u f b tλ τ τ τ+ + + +
− + +− = + + +  

( ) ( )( )1 1
, 0 1, 1,n n n

i jAC C F A A α ατ ω ω α+ +  = + = = = −  ， 

而
0,0 0,

, ,

1, 0, 1, ,
1, 0, 0,1, , 1

j

M M M j

A A j N
A A j N

= = =
 = = = −





， 

当 , 1, 2, , 1i j M= − 时， 

( )

( )

( )

( )

0

1,

2

1

0, 2

, 1

1 ,

, 1

, 1

i

i ii j

i i

i i j

j i

B j i

E B j iA

E B j i

B j i

α

α

α

α

ω

ω α

ω

ω − +

≥ +

− = +
 + − == 
− − = −
− ≤ −

                               (9) 
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设 λ 为 A 的特征值，X 为对应的特征向量，即满足 AX Xλ= ， 
取 i，使得 { }max : 0, ,i ix x j N= =   

又由 

, , ,
0 0,

,
M M

j
i j j i i j i j

j j j i i

x
A x x A A

x
λ λ

= = ≠

= ⇒ = +∑ ∑                          (10) 

若 0i = 或者 i M= ，则 1λ = ； 
否则，将式(10)代入式(9)，得到： 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

2
1 1

1 0 2 1
0

1
1

1 1
1,

1

1 1

i
ji i

i i i i i i i j
ji i i

i
ji

i i i j
j j ii i

xx xE B B E B B
x x x

xxE B
x x

α α α α

α α

λ ω ω ω ω

ω ω

−
+ −

− +
=

+
−

− +
= +

= + − − − + −

  
= + − − +   

   

∑

∑
 

所以 1λ ≥ ，A 可逆。 
设 1A− 特征值为η， 1η ≤ ，所以 ( )1 1Aρ − ≤ 。 

所以隐式格式(5)无条件稳定。 
因此有 
定理 3：基于空间分数阶偏微分方程(3)的隐式差分格式(5)是无条件稳定的。 
再由 Lax 等价定理[14]，有如下推论： 
推论 1：基于空间分数阶偏微分方程(3)的隐式差分格式(5)是收敛的。 

5. 数值试验 

基于 Pentium(R) Dual Core CPU 3.00GHz，在 Matlab7.0 环境下进行数值试验。 
为便于比较，选取文献[1]中的数值算例，使用本文的隐式差分格式(分别取α = 1、1.2、1.4、1.6、1.8、

2)来对噪声图像去噪。 
在基于本文去噪模型的隐式差分格式下，分别取阶次α 为 1、1.2、1.4、1.6、1.8、2，对加入标准高

斯白噪声的 Lena 图像进行去噪处理，并与文献[1]中的去噪效果进行对比。试验结果如表 1。 
由表 1 可看出，在相同的阶次下，本文的去噪方法得到的信噪比 SNR 值要比文献[1]所用方法得到的

SNR 值高，说明本文方法去噪效果较其优秀；其次，在阶次为 1.6 附近时，隐式差分方法所得的信噪比

值较高，说明阶次在 1.6 附近的去噪效果较好。 
本文方法与文献[1]方法(分数阶微分掩模算法)在阶次α 分别为 1.0、1.2、1.4、1.6、1.8、2.0 时的去

噪效果对比图如图 1。 
 

Table 1. SNR comparison between fractional differential mask algorithm 
and implicit difference method 
表1. 文献[1]方法(分数阶微分掩模算法)与本文方法(隐式差分)信噪比对

比表 

α 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 

文献[1] 
SNR (DB) 15.55 15.87 16.09 16.26 16.39 16.2 

本文方法 
SNR (DB) 15.58 16.09 16.33 16.47 16.40 16.23 
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Figure 1. Comparison of results from different order between two methods 
图 1. Lena 噪声图像在不同阶次下两种方法的去噪效果对比图 
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6. 结论 

本文给出了含有初边值条件的空间分数阶偏微分方程(1)的隐式差分格式，理论分析表明隐式差分格

式是绝对稳定的。数值试验的结果表明隐式差分格式的去噪效果较好，说明求解空间分数阶偏微分方程

的隐式差分数值方法对于图像去噪是可行的，且效果优于分数阶微分掩模算法的图像去噪方法。 
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