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Abstract 
This paper is concerned with the following nonlinear third-order three-point boundary value 
problem 
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0 1 0

u t h t f t u t t

u u u

= < <

= = =η
 

where 17 1
24

< <η , the nonlinear term may be singular at 0, 1t t= =  and 0u = . By using fixed- 

point theorem in cone, the existence of one or two or n positive solutions is obtained with the 
weaker conditions. 
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摘  要 

讨论非线性三阶三点边值问题 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

   ′′′


′′

, , 0 1

0 1 0

u t h t f t u t t

u u u

= < <

= = =η
 

其中
17 1
24

< <η ，非线性项允许在 0, 1t t= = 及 0u = 处奇异，利用锥上的不动点定理在较弱的条件下得

到了上述边值问题至少存在一个、两个、n个正解的存在性结果。 
 
关键词 

三阶三点边值问题，奇异，正解，不动点定理 

 
 

1. 引言 

本文主要研究以下三阶三点奇异边值问题 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

, , 0 1

0 1 0

u t h t f t u t   t

u u u η

 ′′′ = < <


′′= = =
                             (1) 

其中17 24 1η< < ，更一般地， f 允许在 0t = 和(或) 1t = 或 0u = 处奇异。 
三阶常微分方程起源于应用数学和物理的各种领域，例如，带有固定或变化横截面的屈曲梁的挠度、

三层梁、电磁波、地球引力吹积的涨潮等[1]。最近常微分方程三点边值问题受到了人民的广泛关注，详

见文献[2]-[7]，特别地，Alex P 等在文[8]首次讨论了问题(1)的正解，通过对相应 Green 函数的深入讨论，

得到了问题(1)至少有一个正解的存在性结果，重要的是该结果表明尽管 Green 函数并不完全是正的，问

题的解却是严格正的。文[9]中，本人讨论了问题(1)两个正解的存在性结果。 
受此启发，本文在更弱的条件下，继续讨论问题(1)的正解，利用 Guo-Krasnoselskii 不动点定理，笔

者的工作表明，只要非线性项 ( )( ),f t u t 在某些有界集的连续部分 ( ),g t u 高度适当的情况下，问题(1)必定

存在一个、两个、n 个正解。 

2. 预备与引理 

本文我们作如下假设： 

(H1) ( ) [ ): 0,1 0,h → +∞ 连续且满足 ( ) ( ) ( ) ( )1 1

00 1 0 1
0 max , d max , d

 t  t
G t s h s s G t s h s s

θ

θ

−

≤ ≤ ≤ ≤
< ≤ < +∞∫ ∫ ，其中 0θ >

满足1 η θ η− < < 。 
(H2) ( ) [ ) [ ): 0,1 0, 0,f × +∞ → +∞ 连续。 

(H3) 存在两个连续函数 ( ) [ ) [ ), : 0,1 0, 0,g λ × +∞ → +∞ ，使得 ( ) ( ) ( ), , ,f t u g t u t uλ≤ + ， 

( ) ( ) [ ), 0,1 0,t u ∈ × +∞ 。 
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(H4) λ 是一个非降函数，对于任意的 0 1t< < 。 

(H5) 对于任意的 0r > ， ( ) ( ) ( )1 *
00 1

max , , d
 

  t
G t s h s s r sλ θ

≤ ≤
< +∞∫ ，其中

( )* 1η θ
θ

η
− −

= 。 

本文的工作空间为 Banach 空间 [ ] [ ]{ }0,1 : 0,1 : 0C u  C u  + = ∈ ≥ ，其中的范数为 ( )
0 1
max

t
u u t

≤ ≤
= 。 

令 [ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }0 1
0,1 : 0 1 0, min max

 t  t
K u  C u u u t u t u

θ η η
η+

≤ ≤ ≤ ≤
= ∈ = = = = 。 

易知 0K 为 [ ]0,1C+ 中的锥。 

引理 1 [8] 边值问题
( )
( ) ( ) ( )

0, 0 1

0 1 0

u t   t

u u u η

′′′ = < <
 ′′= = =

的 Green 函数为 

当 s η≥ 时， ( )

( )

( )

2

2 2 2

1
2,

1

2

t s
                      t s

G t s
t s t s

            t s

 −
− ≤
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− + +
≥

 

当 s η< 时， ( )
( )

( )

2 2

2

2

2,
1
2

t s s t
               t s

G t s
s t

                           t s

− + −
 ≤= 

−
≥

 

经过简单计算，我们有 

s η≥ 时， ( )
( )2

2

1
,

2,
1,

2

s
       t sG t s

t st        t s

 −
− ≤∂ = 

∂ + − ≥

， ( )
2

2

0 ,
,

1,        
       t sG t s

t st
≤∂

=  ≥∂ 
 

s η< 时， ( )

2

2

2 ,
2,

,                  
2

s st        t sG t s
t s t s

 −
− + ≤∂ = 

∂ − ≥

， ( )
2

2

1,
,

0,         
       t sG t s

t st
− ≤∂

=  ≥∂ 
 

进一步 
当 s η≥ 时， ( )

0 1
max , 0

t
G t s

≤ ≤
= ， 

( )
( ) ( )2 22 2 2

0 1

1 1 1min , ,
8 8 2t

s
G t s G

η η
η

≤ ≤

− −  −
= − ≥ − =  

 
                      (2) 

当 s η< 时， ( )
0 1
min , 0

t
G t s

≤ ≤
=  

( )
( ) ( )2 22 2 2

0 1

2 2 2max , ,
8 8 2t

s s
G t s G

η η η η
η

≤ ≤

− −  −
= ≤ =  

 
                     (3) 

因此 

( ) [ ]{ } ( ) ( )2 22 2

0 1

1 2
max , , , 0,1 max ,

8 8t
G t s t s

η η η
≤ ≤

 − − ∈ ≤  
  

。 
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引理 2 [8] 设 ( ) [ ): 0,1 0,y → +∞ 是(0,1)上的连续可积函数，满足 ( ) ( ) ( )
1

min max
 t  t

y t y t y
θ η η

η
≤ ≤ ≤ ≤

= = ，则边值

问题 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

, 0 1

0 1 0

u t y t   t

u u u η

′′′ = < <
 ′′= = =

                                (Ey) 

有唯一非负解 ( ) ( ) ( )1

0
, du t G t s y s s= ∫ 。且在 [ ]0,η 上是凸的，在 [ ],1η 上是凹的。 

引理 3 [8] 设 y如同引理 2所述，则边值问题(Ey)的唯一非负解 ( ) 0u t  K∈ 并且满足
[ ]

( ) *

,1
min

t
u t u

θ θ
θ

∈ −
≥ ，

其中
( )* 1η θ

θ
η

− −
=  (很显然 *0 θ θ< < )。 

定义锥
[ ]{ }*

0 ,1
: min

t
K u  K u

θ θ
θ

∈ −
= ∈ ≥ 。以及算子 ( ) ( ) ( ) ( )( ) 1

 0
, , dTu t G t s h s f s u s s= ∫ 。 

记 { }:r u  K u rΩ = ∈ < ， { }:r u  K u r∂Ω = ∈ = 。 

引理 4 设 0 a b< < ，则 ( ) ( ): \T b a KΩ Ω → 全连续。 

证明 取 ( ) ( )\u b a∈Ω Ω ，则有 ( )* * , 0 1a u u t u b tθ θ≤ ≤ ≤ ≤ < < 。 

由(H4)， ( )( ) ( )*, , , 0 1t u t t a tλ λ θ≤ < < 。依(H5)， ( ) ( ) ( )1 *
00 1

max , , d
 

  t
G t s h s s a sλ θ

≤ ≤
< +∞∫ 。 

令 ( ) ( ){ }* *, min , ,n t a t a nλ θ λ θ= ，则有 ( ) ( ) ( ) ( )1 * *
00 1

max , , , d 0
 

n  t
G t s h s s a t a sλ θ λ θ

≤ ≤
 − → ∫ 。 

令 ( ) ( ) ( ) ( ){ }*, min , , , ,n nf t u f t u g t u t aλ θ= + ，则 ( ) [ ) [ ): 0,1 0, 0,nf × +∞ → +∞ 连续。 

定义算子 nT 如下： 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) 1

 0
, , dn nT u t G t s h s f s u s s= ∫  

模仿文[3]中引理 3 的证明，结合 ( ),nf t u 的连续性及 Arzela-Ascoli 定理，容易验证 [ ]: 0,1nT K C→ 全

连续。 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

00 1 \  \

1 * *
00 1 \

 1 * *
 00 1

sup sup max , , , d

sup max , , , d

max , , , d 0

n ntu b a u b a

ntu b a

nt

Tu T u G t s h s f s u s f s u s s

G t s h s s a s a s

G t s h s s a s a s

λ θ λ θ

λ θ λ θ

≤ ≤∈Ω Ω ∈Ω Ω

≤ ≤∈Ω Ω

≤ ≤

 − = − 

 ≤ − 

 = − → 

∫

∫

∫

。 

上式表明全连续算子 nT 在集合 ( ) ( )\b aΩ Ω 上一致收敛于T ，因此 ( ) ( ) [ ]: \ 0,1T b a  CΩ Ω → 是全连续

算子，进一步 ( ) ( ): \T b a  KΩ Ω → 全连续。 
引理 5 [10] 设 E 是Banach空间，P E⊆ 是E中的一个锥， 1 2,Ω Ω 是E中的有界开集 10∈Ω ， 1 2Ω ⊂Ω ，

设 ( )2 1: \T P P∩ Ω Ω → 全连续，如果满足条件： 
1) 1 2, , ,Tu u u P Tu u u P≥ ∈ ∩∂Ω ≤ ∈ ∩∂Ω ；或 

2) 1 2, , ,Tu u u P Tu u u P≤ ∈ ∩∂Ω ≥ ∈ ∩∂Ω  

那么，T 在 ( )2 1\P∩ Ω Ω 中必有不动点。 

3. 主要结果 

引入以下两个“高度”函数： 
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( ) ( ){ }*max , : 0 1,r g t u  t  r u rφ θ= ≤ ≤ ≤ ≤ ； ( ) ( ){ }*min , : 1 ,r f t u  t r u rϕ θ θ θ= ≤ ≤ − ≤ ≤ 。 

另记 ( ) ( ) ( ) ( ) 1 *
 00 1

max , , d
t

I r G t s h s s r sλ θ
≤ ≤

= ∫ ； 

( ) ( )
11

0 0 1
max , d

t
A G t s h s s

−

≤ ≤

 =   ∫ ， ( ) ( )
11

0 1
min , d

t
B G t s h s s

θ

θ

−−

≤ ≤
 =   ∫ 。 

定理 1 假设存在两个正数 0 a b< < ，使得以下条件成立其一： 
(A1) ( ) ( )( ) ( ),a a I a A b  bBφ ϕ≤ − ≥ ； 

(A2) ( ) ( ) ( )( ),a  aB b b I b Aϕ φ≥ ≤ − ； 

则边值问题(1)至少有一个正解 *u  K∈ 且 *a u  b≤ ≤ 。 

证明 不失一般性，我们只证明满足(A1)的情形。 
如果 ( )u a∈∂Ω ，则 u a= 且 ( )* , 0 1a u t a tθ ≤ ≤ < < ，由(H4)和(A1)， 

( )( ) ( ) ( )( ),g t u t a a I a Aϕ≤ ≤ − ， ( )( ) ( )*, , , 0 1t u t t a  t  λ λ θ≤ ≤ ≤ ，进而根据引理 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

1 1

0 00 1 0 1
1 1 *
0 00 1 0 1

1

0 0 1
1

max , , d max , , , d

max , , d max , , d

max , d

t t

t t

t

Tu G t s h s f s u s s G t s h s g s u s s u s s

G t s h s g s u s s G t s h s s a s

a I a A G t s h s s I a

a I a AA I a a u

λ

λ θ

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

−

 = ≤ + 

≤ +

≤ − +

≤ − + = =

∫ ∫

∫ ∫

∫
。 

故 

( ),Tu u u K a≤ ∈ ∩∂Ω 。                               (4) 

若 ( )u b∈∂Ω ，则 u b= 且 ( )* , 0 1b u t b tθ ≤ ≤ < < ，因此 ( )( ) ( ), , 1f t u t b bB tϕ θ θ≥ ≥ ≤ ≤ − 。 

故 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) 1 1 1
 0 0 10 1

max , , d min , d
tt

Tu G t s h s f s u s s G t s h s bB s bBB b u
θ

θ

− −

≤ ≤≤ ≤
= ≥ = = =∫ ∫ 。 

即 

( ),Tu u u K b≥ ∈ ∩∂Ω                                 (5) 

依引理 4及引理 5知，算子T 有一个不动点 ( ) ( )* \u b a∈Ω Ω 。意即 ( ) ( ) ( ) ( )( )* *
0

, , d
t

u t G t s h s f s u s s= ∫ ，

0 1 t≤ ≤ 。故有 ( ) ( ) ( ) ( )( )* *, , 0 1u t h t f t u t   t′′′ = ≤ ≤ 。依引理 1， ( ) ( )0, 0, 1, 0G s  G s≡ ≡ ， ( )
2

2 , 0, 0 1G s s
t

η
∂

≡ ≤ ≤
∂

，

故有 ( ) ( ) ( ) ( )* * *0 1 0u u u η′′= = = ，因此 *u 是问题(1)的一个解，且 *a u  b≤ ≤ ，另由 ( )* * 0, 0 1u t a tθ≥ > ≤ ≤ ，

知
*u 是正的。 
注记 定理 1 表明，问题(1)的正解存在性只与非线性项 ( ),f t u 在集合 ( ){ }, : 0 1,f t u t a u bθ ∗< < ≤ ≤ 边

界的特性有关，与 ( ),f t u 在集合内部的状态无关。 

定理 2 假设存在三个正数 0 a b c< < < 使得以下条件成立其一： 
(B1) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), ,a a I a A b bB c c I c Aφ ϕ φ≤ − > ≤ − ； 

(B2) ( ) ( ) ( )( ) ( ), ,a aB b b I b A c cBφ ϕ φ≥ < − ≥  

则边值问题(1)至少有两个正解 1 2,u u K∈ 且 1 2a u b u c≤ < < ≤ 。 
证明 我们只证条件(B2)的情形。 
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由条件 ( ) ( )( ) ( ),b b I b A c cBφ ϕ< − ≥ ，利用定理 1 的证明易知，问题(1)至少有一个正解 2u  K∈ ， 

2b u c< < 。同样的，利用条件 ( ) ( ) ( )( ),a aB b b I b Aϕ φ≥ < − 及定理 1 知，问题(1)还有另一个正解 

1u  K∈ ， 1a u b≤ < 。 
定理 3 假设存在四个正数 0 a b c d< < < < 使得以下条件成立其一： 
(C1) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ), , ,a a I a A b bB c c I c A d dBφ ϕ φ ϕ≤ − > < − ≥ ； 

(C2) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), , ,a aB b b I b A c cB d d I d Aϕ φ ϕ φ≥ < − > ≤ −  

则边值问题(1)至少有三个正解 1 2 3, ,u  u u  K∈ 且 1 2 3a u b u c u d≤ < < < < ≤ 。 

定理 4 假设存在 n+1 个正数 1 2 1na a a +< < < 使得以下条件成立其一： 

(D1) ( ) ( )( ) ( )2 1 2 1 2 1 2 2
1, , 1, 2, , ;

2k k k k k
na a I a A a a B kφ ϕ− − −
+ < − > = ⋅⋅ ⋅   

 

(D2) ( ) ( ) ( )( )2 1 2 1 2 2 2 1
1, , 1, 2, , ;

2k k k k k
na a B a a I a A kϕ φ− − −
+ > < − =   

  

则边值问题(1)至少有 n 个正解 , 1, 2,3, ,ku  K  k n∈ =  ，且 1, 1, 2,3, ,k k ka u a  k n+< < =  。(其中 [ ]c 表示

c的整数部分)。 
推论 1 假设 ( )

10
lim inf min , 0

tu
f t u

θ θ+ ≤ ≤ −→
>  (尤其 ( )

10
lim inf min ,

tu
f t u

θ θ+ ≤ ≤ −→
= +∞ )，存在一个正数 0a > 使得

( ) ( )( )a a I a Aφ ≤ − ，则边值问题(1)至少有一个正解 u  K∈ 满足 0 u a< ≤ 。 

证明 由于 ( )
10

lim inf min , 0
tu

f t u
θ θ+ ≤ ≤ −→

> ，故存在 0 b a< < 使得 ( ),f t u bB≥ ， ( ) [ ] [ ], ,1 0,t u bθ θ∈ − × 。 

亦即 ( )b  bBϕ ≥ 。故依定理 1 知问题(1)至少有一个正解 u  K∈ 满足 0 u a< ≤ 。 

推论 2 假设 ( )
10

lim inf min , 0
tu

f t u
θ θ+ ≤ ≤ −→

> ，存在 n 个正数 1 2 na a a< < < ，使得 

( ) ( )( )2 1 2 1 2 1
1, 1, 2, ,

2k k k
na a I a A kφ − − −
+ < − =   

 且 ( )2 2 , 1, 2, ,
2k k
na a B kϕ  > =   

 ，则边值问题(1)有 n 个正解

, 1, 2,3, ,ku  K k n∈ =  ，满足 1 1 2 20 n nu a u a u a< < < < < ⋅⋅ ⋅ < ≤ 。 

推论 3 假设 ( )
10

lim inf min , 0
tu

f t u
θ θ+ ≤ ≤ −→

> ，且
( )

0 1

,
lim sup max

u t

g t u
A

u→+∞ ≤ ≤
< ，则边值问题(1)至少有一个正解。 

证明 取
( )

0 1

,1 lim sup max
2 u t

g t u
A

u
ε

→+∞ ≤ ≤

 
= − 

 
，则存在 0b > 使得 

( ) ( ) [ ] [ ),
,     , 0,1 ,

g t u
A t u b

u
ε≤ − ∈ × +∞  

选取 a b> 使得 ( ){ } ( )max , : 0 1,0g t u t u b A aε≤ ≤ ≤ ≤ ≤ − 且 ( )AI b aε≤ ，由此知， 

( ) ( ) ( ) [ ] [ ], ,  , 0,1 0,g t u A a t u aε≤ − ∈ ×  

依(H4)及(H5)， ( ) ( )I a  I b≤ 。 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )a A a Aa a Aa AI b A a I b A a I aφ ε ε≤ − = − ≤ − = − ≤ − 。 

故推论 1 的条件满足，即问题(1)至少有一个正解。 
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